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Zusammenfassung:

In dieser Diplomarbeit wird die Verwendung von Wavelets zur Bildkompression behan-
delt. Hierzu erfolgt zun¨achst eine Einf¨uhrung in die Wavelet-Theorie, wo die mathemati-
schen Grundlagen der Wavelet-Transformation erl¨autert werden. Besonderer Wert wurde
auf die schnelle diskrete Wavelet-Transformation in Zusammenhang mit dem Algorith-
mus von Mallat gelegt.

Anschließend wird speziell auf die Wavelet-Bildkompression eingegangen, welche
auch implementiert wurde. Das entstandene Programm wird im folgenden Kapitel be-
schrieben.

Es folgen einige Auswertungen, die mit Hilfe des erstellten Programms durchgef¨uhrt
wurden. Es soll die Leistungsf¨ahigkeit, aber auch die Grenzen, der Bildkompression mit
Wavelets gezeigt werden. Hier ist auch ein kurzer Vergleich mit JPEG enthalten.
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Vorwort

Verfahren zur Bildkompression werden heute immer wichtiger. Dies liegt nicht
zuletzt an der stetig zunehmenden Verbreitung von Netzen (Internet) und dem
Aufkommen des digitalen Fernsehens. Hierbei m¨ussen oft große Datenmengen,
insbesondere auch Bilder, ¨ubertragen werden, wobei die verf¨ugbare Bandbreite
begrenzt ist. Aber auch die platzsparende Speicherung von Bildmaterial auf Da-
tenträgern darf nicht vergessen werden.

Für diese Zwecke existieren zwar bereits standardisierte Verfahren, wie JPEG
oder MPEG, die aber einige grundlegende M¨angel aufweisen. Die Bildkompres-
sion mit Wavelets ist eine Alternative zu den g¨angigen Verfahren, die allerdings
sehr neu ist, weshalb auch noch kein normiertes Dateiformat zur Speicherung von
Bildern, geschweige denn von Filmen, verf¨ugbar ist. Es zeichnet sich aber eine
zunehmende Verwendung von Wavelets zur Kompression von Bildern ab, daher
ist es wohl nur eine Frage der Zeit, bis ein Standard verabschiedet wird.

Ich möchte den Leser aber darauf hinweisen, daß die Bildkompression nur ein
kleiner Ausschnitt aus den vielf¨altigen Möglichkeiten ist, die sich durch die An-
wendung von Wavelets ergeben. Auf einige andere Anwendungen wird im Verlauf
der Arbeit hingewiesen.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Rieckeheer f¨ur die vielen anregen-
den Diskussionen, die mir beim Verfassen dieser Diplomarbeit sehr geholfen ha-
ben. Außerdem m¨ochte ich mich bei Oliver Anders, Martin Groh, Markus Schmidt
und Yvonne Voll für das Korrekturlesen bedanken.

Diese Diplomarbeit wurde mit LATEX unter Linux erstellt.

Nürnberg, im April 1997 Jochen Schmidt
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Kapitel 1

Einleitung

Die Idee der Kompression von Bildern unter Verwendung der Wavelet-Transfor-
mation ist noch recht neu. Und obwohl das erste Wavelet bereits zu Beginn die-
ses Jahrhunderts (1910) von Haar entdeckt wurde1 und in der sogenannten Haar-
Transformation verwendet wird, wurde die Wavelet-Transformation in ihrer heute
bekannten allgemeinen Form doch erst Anfang der 80er Jahre entwickelt. Seit-
dem hat das Interesse von Ingenieuren und Naturwissenschaftlern an der Wavelet-
Transformation stetig zugenommen, was vor allem an den breit gef¨acherten Ein-
satzmöglichkeiten liegt. Diese reichen vom L¨osen von partiellen Differentialglei-
chungen ¨uber die hier vorgestelle verlustbehaftete Kompression von Bildern bis
hin zur Analyse und Nachbearbeitung von Bildern (Kantendetektion, Entfernung
von Rauschen) bzw. generell der Signalverarbeitung.

Möglich wurde dies jedoch erst durch die Verf¨ugbarkeit eines schnellen Algo-
rithmus, welcher f¨ur die Durchführung der Transformation auf Computern essen-
tiell ist. Dieser wird daher in dieser Arbeit auch eine zentrale Rolle spielen.

Bezüglich der Bildkompression muß angemerkt werden, daß noch kein stan-
dardisiertes Dateiformat zur Speicherung von mit Wavelets komprimierten Bil-
dern existiert, wie es mit JPEG2 für die Kompression mit Hilfe der diskreten
Cosinus-Transformation3 der Fall ist. Dennoch wird das Verfahren bereits von
einigen Firmen vermarktet und das amerikanische FBI nutzt es zur Kompression
von digitalisierten Fingerabdr¨ucken.

1.1 Ziel dieser Diplomarbeit

Mit dieser Diplomarbeit ist folgende Zielsetzung verbunden:

1daher heute auch als Haar-Wavelet bezeichnet; damals gab es den Begriff Wavelet allerdings
noch nicht

2Joint PhotographicsExpertsGroup
3DCT



2 Einleitung

• Der Leser soll die theoretischen Grundlagen einer Wavelet-Transforma-
tion verstehen: Was ist ein Wavelet, wie wird eine Wavelet-Transformation
durchgeführt, welche Eigenschaften hat sie?

• Ein weiterer Schwerpunkt liegt auf dem Verst¨andnis der Funktionsweise des
Algorithmus zur schnellen diskreten Wavelet-Transformation und dessen
Durchführung in ein und zwei Dimensionen.

• Es wird ein Programm vorgestellt, in dem der beschriebene Algorithmus
zur Kompression von Graustufenbildern implementiert wurde.

• Mit Hilfe dieses Programms soll die Leistungsf¨ahigkeit der Wavelet-
Kompression von Bildern bez¨uglich Kompressionsrate und Bildqualit¨at
erörtert werden.

1.2 Anmerkungen zum Aufbau

Zunächst möchte ich dem Leser einen kurzenÜberblick über den Inhalt der fol-
genden Kapitel geben:

Kapitel 2 bildet die Basis der Arbeit. Hier werden die mathematischen Grund-
lagen der Wavelet-Transformation dargelegt, ausgehend von der Fourier-
Transformation wird die kontinuierliche Wavelet-Transformation sowie die
Wavelet-Reihe eingef¨uhrt. Gegen Ende des Kapitels werden einige Stan-
dardwavelets vorgestellt.

Kapitel 3 behandelt die diskrete Wavelet-Transformation. Hierbei wurde beson-
derer Wert auf eine Herleitung des Algorithmus zur schnellen Wavelet-
Transformation, ausgehend von der Multiskalen-Analyse, gelegt. Im An-
schluß an die Herleitung wird dieser Algorithmus zun¨achst für den eindi-
mensionalen Fall vorgestellt. Es folgt derÜbergang auf zwei Dimensionen,
speziell im Zusammenhang mit der Transformation von Bildern. Das Ka-
pitel endet mit einer kurzen Komplexit¨atsbetrachtung und der Erweiterung
des Algorithmus auf sogenannte biorthogonale Wavelets.

Kapitel 4 Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln die Grundlagen zur Wave-
let-Transformation beschrieben wurden, wird nun zun¨achst auf die prinzi-
pielle Vorgehensweise bei der Anwendung von Transformationen in der
Bildkompression eingegangen. Im n¨achsten Abschnitt werden einige Ei-
genschaften vorgestellt, die Wavelets besitzen sollten, damit sie f¨ur die
gewünschte Anwendung auch geeignet sind. Es schließt sich ein Kapitel
an, in welchem ¨uber den Anwendungsbereich von Wavelets in der Praxis
auchüber die Bildkompression hinaus berichtet wird. Der letzte Teil des
vierten Kapitels befaßt sich mit der Kompression von Farbbildern.
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Kapitel 5 beschreibt ein Programm zur Wavelet-Bildkompression von Graustu-
fenbildern mit orthogonalen Wavelets. Der erste Teil des Kapitels stellt eine
Bedienungsanleitung dar, im zweiten dagegen wird auf einige Punkte bei
der Implementierung eingegangen.

Kapitel 6 Hier sind Auswertungen enthalten, die mit Hilfe des in Kapitel 5 be-
schriebenen Programms durchgef¨uhrt wurden. Es wurde der Einfluß diver-
ser Parameter auf die Kompressionsrate und Bildqualit¨at untersucht. Ab-
schließend folgt ein Abschnitt ¨uber die Leistungsf¨ahigkeit der Wavelet-
Bildkompression im Vergleich zu JPEG.

Kapitel 7 Dieses letzte Kapitel gibt einen kurzenÜberblicküber die Möglichkei-
ten, die noch zur Verbesserung des vorgestellten Verfahrens bleiben und die
in dieser Arbeit nicht behandelt werden konnten.

Anhänge In den Anhängen befinden sich Abbildungen aller in dieser Arbeit ver-
wendeten Bilder im Original, eine Beschreibung des vom erstellten Pro-
gramm verwendeten Dateiformats zur Speicherung komprimierter Bilder
sowie Tabellen mit Wavelets f¨ur die schnelle Wavelet-Transformation. Bei
jeder Tabelle sind weiterhin die Graphen des Wavelets und der damit ver-
bundenen Skalierungsfunktion abgebildet.

Vom Leser wird ein solides Grundwissen in Mathematik, insbesondere im
Umgang mit der Integralrechnung, sowie Grundkenntnisse der Fourier-Transfor-
mation vorausgesetzt. Weiterhin sind Kenntnisse ¨uber die Vorgehensweise bei der
Filterung von Bildern von Vorteil.
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Kapitel 2

Wavelets – Eine Einführung

Dieses Kapitel soll einëUbersichtüber die Wavelet-Transformation geben. Auf-
bauend auf der Fourier-Transformation wird zun¨achst die Funktionsweise der
kontinuierlichen Wavelet-Transformation (manchmal auch als integrale Wavelet-
Transformation bezeichnet) beschrieben. Es folgt die Herleitung der Wavelet-Rei-
he, auf welche die in Kapitel 3 erl¨auterte schnelle diskrete Wavelet-Transforma-
tion aufbaut.

Alle Betrachtungen beziehen sich der Einfachheit halber zun¨achst auf eindi-
mensionale Signale. Im Anschluß daran wird eine Erweiterung auf zwei Dimen-
sionen vorgestellt, wie sie f¨ur die Bildkompression ben¨otigt wird. Diese bereitet
aber keine prinzipiellen Probleme. Alle betrachteten Funktionen sollen reell sein,
das heißt es wird nicht auf die Verwendung von komplexen Wavelets eingegangen;
an einigen Stellen sind aber dennoch Hinweise enthalten, welcheÄnderungen in
den jeweiligen Gleichungen daf¨ur nötig wären.

Das hier Beschriebene findet man in der einen oder anderen Form ebenfalls in
der einschl¨agigen Literatur. Hier sei zur Einf¨uhrung aufDigital Image Processing
von Castleman [2] sowie die Siggraph’95 KursunterlagenWavelets and their App-
lications in Computer Graphics[7] verwiesen. Ein Standardwerk von Daubechies
ist Ten Lectures on Wavelets[4], wobei aber, genau wie inAn Introduction to
Wavelets[3] von Chui einiges an mathematischen Vorkenntnissen verlangt wird.
Ein weiteres sehr gutes und ausf¨uhrliches Buch istWavelets and Subband Coding
[19]; aber auch hier ist die verwendete Mathematik recht anspruchsvoll.

Ich möchte außerdem darauf hinweisen, daß die Verwendung von Wavelets zur
Bildkompression zwar praktisch ¨uberall wenigstens in groben Z¨ugen beschrie-
ben wird. Mit ist allerdings keine Literatur bekannt, die sich haupts¨achlich und
ausführlich (einige kurze Aufs¨atze sind schon vorhanden) mit diesem Thema
beschäftigt, geschweige denn, daß die Vorgehensweise speziell in Bezug auf eine
Implementierung genau beschrieben wird.
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2.1 Von der Fourier- zur Wavelet-Transformation

Zu Beginn möchte ich kurz der Frage nachgehen, weshalb man anstelle der gerade
in der Signalverarbeitung sehr verbreiteten Fourier-Transformation ¨uberhaupt eine
andere Art von Transformation verwenden will. Zum besseren Verst¨andnis soll an
dieser Stelle auf einige Nachteile der Fourier-Transformation bei der Verarbeitung
von Signalen, wie sie in der Praxis auftreten, eingegangen werden.

Die Fourier-Transformation verwendet als Basisfunktion f¨ur die Transforma-
tion die Funktion (mitj als imaginäre Einheitj2 = −1)

g(t) = ejt = cos t+ j sin t (2.1)

also eine sinus¨ahnliche Funktion (Welle1). Hieraus ergibt sich eine orthonormale
Basis{gω} desL2(0, 2π) mit gω(t) = g(ωt), die durch Skalierung (Dilatation)
der Basisfunktiong(t) entsteht [3]. Man ver¨andert also die Frequenz der Sinus-
welle. Als Konsequenz ergibt sich, daß jede2π-periodische Funktionf(t) durch
Überlagerung von Basisfunktionen mit verschiedenen Frequenzen aus der Menge
{gω} erzeugt werden kann. Anzumerken ist, daß die Basisfunktionengω(t) = ejωt

nicht zum RaumL2(IR) gehören, auf welchem die Wavelet-Transformationen im
allgemeinen operieren2.

Hier die Formeln für die kontinuierliche Fourier-Transformation sowie ihre
Inverse:

F (ω) =

∞∫
−∞

f(t)e−jωt dt (2.2)

f(t) =
1

2π

∞∫
−∞

F (ω)ejωt dω (2.3)

Welche Eigenschaften hat nun die Fourier-Transformation sowie deren Basis-
funktion g(t)? Zunächst einmal f¨allt bei der Betrachtung der Basis{gω} auf, daß
diese aus Sinus- und Cosinusfunktionen besteht. Betrachtet man den Graph einer
Sinusfunktion, so sieht man, daß sich dieser auf der reellen Achse nach links und
rechts bis ins Unendliche fortsetzt, er geht also nicht asymptotisch gegen null3.

Daraus ergibt sich ein Problem, welches bei der Verarbeitung von Signalen
nicht zu vernachl¨assigen ist: Nach der Fourier-Transformation eines Dirac-Stoßes,
also eines im Ortsbereich sehr stark lokalisierten Signals, sieht man, daß sich die-
ser eine Impuls an irgendeiner Stelle im Ortsbereich auf das gesamte Spektrum

1engl. Wave
2siehe hierzu auch Definition 1 auf Seite 8
3es wird sich zeigen, daß ein Wavelet gerade diese Eigenschaft besitzt



2.1 Von der Fourier- zur Wavelet-Transformation 7

auswirkt. Das bedeutet, ein im Ortsbereich stark lokales Signal ist im Frequenzbe-
reichüberhaupt nicht mehr lokal, sondern es breitet sich ¨uber alle Frequenzen hin-
weg mehr oder weniger stark aus. Ein Impuls beispielsweise muß n¨amlich durch
Überlagerung von Sinusschwingungen aller m¨oglichen Frequenzen erzeugt wer-
den, da er keinerleïAhnlichkeit mit einer der Basisfunktionen der Fourier-Trans-
formation hat. Dies ist in Bildern an Stellen der Fall, an denen im Bild Kanten
vorhanden sind, das heißt es tritt eine großeÄnderung im Ortsbereich auf, ¨ahnlich
einem Dirac-Stoß. Damit breitet sich eine Kante im Frequenzraum sehr weit aus.
Man sähe es aber eigentlich lieber, wenn dies nicht so w¨are; dann n¨amlich könnte
man z. B. bei Anwendungen in der Mustererkennung versuchen, die Kanten mit
geeigneten Algorithmen im Frequenzraum aufzusp¨uren.

Ähnliches gilt auch f¨ur die Verarbeitung von Sprachsignalen (z. B. zur Erken-
nung von nat¨urlicher Sprache). Es w¨are doch wesentlich sch¨oner, wenn sich ein
plötzlich auftretendes St¨orgeräusch nicht im gesamten Frequenzraum ausbreiten
würde, sondern vielmehr auch dort lokal auftr¨ate; es k¨onnte dann ohne gr¨oßere
Probleme entfernt werden.

Um diesen Nachteil der Fourier-Transformation zu umgehen, wurden schon
bald verschiedene neue Ans¨atze entwickelt, teils in Form von Abwandlungen der
Fourier-Transformation, aber auch in Form von neuen Transformationsarten. Als
Abwandlungen der Fourier-Transformation sind diegefensterte Fourier-Transfor-
mation, die von Gabor4 entwickelt wurde, sowie dieshort-time Fourier-Transfor-
mation(STFT) zu nennen. Diese Entwicklungen f¨uhrten dann weiter hin zur Teil-
bandcodierung5 von Signalen, ein Verfahren, welches in engem Zusammenhang
mit der Berechnung der schnellen Wavelet-Transformation mit dem Algorithmus
von Mallat steht (siehe Kapitel 3). Es zeigte sich aber, daß auch die abgewandel-
ten Arten der Fourier-Transformation immer noch Nachteile hatten, die einfach
durch die Wahl der Basisfunktionen entstehen. Man konnte das Problem mit der
Lokalität zwar abschw¨achen, nicht jedoch v¨ollig beseitigen. An dieser Stelle soll
nun aber nicht n¨aher auf diese Verfahren eingegangen werden; vielmehr m¨ochte
ich mich jetzt den Wavelets zuwenden.

Die Wavelet-Transformation ist ein neues Verfahren, welches entwickelt wur-
de, um gerade den genannten Nachteil der Fourier-Transformation auszugleichen.
Man verwendet als Basisfunktionen nicht mehr Wellen, sondernWavelets6. Der
Unterschied zwischen den beiden Arten von Funktionen ist in Abbildung 2.1 ge-
zeigt.

Genau wie bei der Fourier-Transformation existieren verschiedene Transfor-
mationsarten; dies sind die kontinuierliche (oder integrale) Wavelet-Transfor-

4daher oft auch alsGabor-Transformationbezeichnet
5engl.:subband coding; siehe [19]
6engl. für kleine Wellen
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Abbildung 2.1: Unterschied zwischen Wavelet-Funktionen und Wellenfunktionen

mation (CWT7), die Wavelet-Reihe8 sowie die diskrete Wavelet-Transformation
(DWT9). Auf diese drei Arten wird in den n¨achsten Kapiteln noch eingegangen.
Zunächst möchte ich aber noch ein paar Worte ¨uber die Voraussetzungen verlie-
ren, die zur Berechnung einer solchen Transformation n¨otig sind.

Die Funktionen, die transformiert werden, sollen quadratisch-integrierbar ¨uber
den reellen ZahlenIR sein, alsof(x) ∈ L2(IR) [3]:

7ContinuousWaveletTransform
8engl. Wavelet Series Expansion
9DiscreteWaveletTransform
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DEFINITION 1
Eine reelle Funktionf(x) heißt quadratisch-integrierbar̈uber den reellen Zahlen
IR, wenn gilt

∞∫
−∞

|f(x)|2 dx < ∞ (2.4)

man sagt dannf(x) ∈ L2(IR).

Dies bedeutet also insbesondere, daß z. B. die Funktiong(x) = sin x nicht mit der
hier vorliegenden Definition einer Wavelet-Transformation transformiert werden
kann! Beschr¨ankt mang(x) hingegen auf ein (in diesem Fall beliebig großes, aber
nicht unendlich großes) Intervall, so ist eine Transformation m¨oglich.

Für den diskreten Fall bedeutet dies analog zu 2.4, daß{cn} ∈ l2, wenn gilt
[3]:

DEFINITION 2
Eine Menge von diskreten Werten{cn} (n ∈ Z) heißt quadratisch-summierbar,
wenn gilt

∞∑
n=−∞

|cn|2 < ∞ (2.5)

man sagt dann{cn} ∈ l2.

Für die Wavelet-Transformation wird eine Funktionψ(x) definiert, die als Ba-
siswavelet bezeichnet wird. Durch Translation und Skalierung dieser Funktion
wird eine Basis f¨ur die Transformation erzeugt.ψ(x) ist eine Funktion, die f¨ur
|x| → ∞ sehr schnell null wird, d.h. es gilt

ψ(x) ∈ L2(IR) (2.6)

2.2 Die kontinuierliche Wavelet-Transformation

Die Funktionψ(x) wird alsBasiswavelet10 bezeichnet, wenn f¨ur ihre Fouriertrans-
formierteΨ(s) dieZulässigkeitsbedingung11 erfüllt ist:

Cψ =

∞∫
−∞

|Ψ(s)|2
|s| ds < ∞ (2.7)

Damit diese Bedingung erf¨ullt ist, muß aufgrund dess im Nenner für Ψ(0) gelten

Ψ(0) = 0 ⇒
∞∫

−∞

ψ(x) dx = 0 (2.8)

10auch:Mutter-Wavelet
11engl.: admissibility condition
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In der Praxis ist es meist hinreichend, wenn statt 2.7 nur das Kriterium 2.8 erf¨ullt
ist [19, Seite 302].
Aus den Formeln 2.7, 2.8 sowie der Eigenschaft

lim
s→∞

Ψ(s) = 0 (2.9)

ergibt sich, daß als Basiswaveletψ(x) die Impulsantwort eines jeden Bandpaßfil-
ters verwendet werden kann, der die vorstehenden Bedingungen erf¨ullt: das Spek-
trum eines solchen Wavelets entspricht n¨amlich derÜbertragungsfunktion eines
Bandpasses [2, Seite 308ff.].

Die Basis-Funktionen f¨ur die Transformation werden nun durch Translation
und Skalierung vonψ(x) erzeugt [19, Seite 301ff.]:

ψa,b(x) =
1√|a| ψ

(
x− b

a

)
(2.10)

Hierbei sinda und b reelle Zahlen. EinëAnderung vonb bewirkt eine Verschie-
bung des Wavelets entlang der x-Achse, w¨ahrenda der Skalierungsfaktor ist und
die Breite des Wavelets beeinflußt. Die Translation entspricht dem Bewegen ei-
nes Fensters ¨uber die zu transformierende Funktion im Ortsbereich, ¨ahnlich wie
bei der gefensterten Fourier-Transformation oder STFT. Die Skalierung wird in
diesem Zusammenhang oft auch als Dilatation bezeichnet und entspricht der Ska-
lierung der Bandbreite eines Filters bzw. der Anpassung der Fenstergr¨oße, was
ja z. B. bei der STFT nicht m¨oglich ist [7, Seite 12]. Der Faktor 1√

|a| dient der

Energie-Normalisierung, das heißt er stellt sicher, daß die Normen der Basisfunk-
tionen alle gleich sind. Diese ¨andert sich n¨amlich durch die Skalierung, wobei f¨ur
die Berechnung derL2-Norm einer Funktion gilt:

∥∥∥∥ψ
(
x− b

a

)∥∥∥∥ =

√√√√√
∞∫

−∞

∣∣∣∣ψ
(
x− b

a

)∣∣∣∣
2

dx =
√
a ‖ψ(x)‖ (2.11)

Das Basiswaveletψ(x) liegt dabei normalerweise beia = 1 undb = 0.

Die kontinuierliche Wavelet-Transformation einer Funktionf(x) ist dann de-
finiert durch12

Wf(a, b) =

∞∫
−∞

f(x)ψa,b(x) dx = 〈f, ψa,b〉 (2.12)

12werden statt reellen komplexe Wavelets verwendet, so ist in der Transformationψa,b(x) durch
das konjugiert-komplexe Waveletψ∗

a,b(x) zu ersetzen [19, Seite 302]
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Die TransformationskoeffizientenWf (a, b) werden also als das Skalarprodukt der
Funktion f(x) mit jeder der Basisfunktionenψa,b(x) berechnet. Hierzu ist an-
zumerken, daß die kontinuierliche Wavelet-Transformation ¨uberbestimmt ist, das
heißt es entstehen mehr Koeffizienten als f¨ur eine verlustfreie Durchf¨uhrung der
inversen Transformation n¨otig wären [2, Seite 310]. Dieses Problem13 erledigt
sich bei der diskreten schnellen Wavelet-Transformation.

Die inverse kontinuierliche Wavelet-Transformation lautet schließlich:

f(x) =
1

Cψ

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Wf(a, b)ψa,b(x) db
da

a2
(2.13)

Dabei istCψ eine Konstante, die vom Basiswaveletψ(x) abhängig ist. Sie ergibt
sich aus Formel 2.7.

Beschränkt man sich bei der Wahl des Skalierungsfaktorsa auf positive reelle
Zahlen, alsoa ∈ IR+, so ergibt sich an Stelle von 2.13 eine vereinfachte Formel
für die inverse Transformation:

f(x) =
1

Cψ

∞∫
0

∞∫
−∞

Wf(a, b)ψa,b(x) db
da

a2
(2.14)

Wobei sich die KonstanteCψ aus einer abgewandelten Zul¨assigkeitsbedingung
(anstelle von 2.7) ergibt:

Cψ =

∞∫
0

|Ψ(s)|2
|s| ds =

0∫
−∞

|Ψ(s)|2
|s| ds < ∞ (2.15)

Hierbei gilt: Ist die Bedingung aus 2.7 erf¨ullt, so gilt auch 2.15.

2.2.1 Eigenschaften der Wavelet-Transformation

Dieses Kapitel beschreibt einige wichtige Eigenschaften der Wavelet-Transforma-
tion, wobei man wohl einiges von der Fourier-Transformation her wiedererkennen
wird. Die Beschreibung dieser Eigenschaften erfolgt sinngem¨aß nach [19, Seite
304ff.]. Auch die Beweise finden sich dort.

13wir wollen ja letztendlich Daten (Bilder) komprimieren, wobei es ist nicht gerade hilfreich ist,
wenn man nach der Transformation mehr Daten zur Verf¨ugung hat als vorher; trotzdem kann auch
hier eine bessere Kompression m¨oglich sein, da oft sehr viele der entstehenden Koeffizienten null
sein werden
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2.2.1.1 Linearität

Die Linearität der kontinuierlichen Wavelet-Transformation ergibt sich direkt aus
der Linearität des Skalarprodukts. Es gilt also f¨ur die Transformation der Funkti-
onf(x), welche sich aus der Linearkombination der beiden Funktionenf1(x) und
f2(x) ergibt, sowie deren WavelettransformiertenWf1(a, b) undWf2(a, b) folgen-
der Zusammenhang:

f(x) = c1f1(x) + c2f2(x) ⇔
Wf (a, b) = c1Wf1(a, b) + c2Wf2(a, b) (c1, c2 ∈ C) (2.16)

2.2.1.2 Verschiebungseigenschaft

Gegeben ist eine Funktionf(x) sowie ihre WavelettransformierteWf (a, b). Ver-
schiebt man nunf(x) auf der x-Achse um den Wertb′, so ergibt sich die Funktion
f̃(x) = f(x− b′). Die Transformierte voñf(x) ergibt sich dann zu:

Wf̃ (a, b) = Wf (a, b− b′) (2.17)

2.2.1.3 Skalierungseigenschaft

Gegeben ist eine Funktionf(x) sowie ihre WavelettransformierteWf(a, b). Ska-
liert man nunf(x) mit dem Faktors, so ergibt sich die Funktioñf(x) =

1√
|s|f
(
x
s

)
; es wurde hierbei eine Energienormalisierung durchgef¨uhrt. Die Trans-

formierte vonf̃(x) lautet dann:

Wf̃(a, b) = Wf

(
a

s
,
b

s

)
(2.18)

2.2.1.4 Energieerhaltung

Für eine Funktionf(x) und die zugeh¨orige WavelettransformierteWf (a, b) gilt
die Energieerhaltung bei der Transformation ¨ahnlich der Parsevalschen Formel
für die Fourier-Transformation; die KonstanteCψ ergibt sich aus Formel 2.7:

∞∫
−∞

|f(x)|2 dx =
1

Cψ

∞∫
−∞

∞∫
−∞

|Wf(a, b)|2 dbda
a2

(2.19)

2.2.1.5 Lokalitätseigenschaften

Wie bereits erw¨ahnt, gibt es bei der kontinuierlichen Wavelet-Transformation ei-
ne Eigenschaft, die sie als Ersatz f¨ur die Fourier-Transformation sehr attraktiv
macht. Diese Eigenschaft ist die sehr gute Lokalit¨at, sowohl im Ortsbereich als
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auch im Frequenzbereich, wobei verschiedene Wavelets auch verschieden gute
Lokalitätseigenschaften besitzen. Das Haar-Wavelet beispielsweise besitzt eine
exzellente Lokalit¨at im Ortsbereich, w¨ahrend seine Lokalit¨at im Frequenzbereich
recht schlecht ist. Das Sinc-Wavelet zeigt genau umgekehrtes Verhalten; alle ande-
ren liegen irgendwo zwischen diesen beiden Extremen. N¨aheres zu den genannten
Wavelets folgt im Kapitel 2.4.

Gute Lokalität im Frequenzbereich bedeutet hierbei, daß sich eine bestimmte
Stelle im Ortsbereich auf nur sehr wenige14 Frequenzen auswirkt. Gute Lokalit¨at
im Ortsbereich bedeutet, eine Frequenz wirkt sich auf wenige Stellen im Orts-
bereich aus. Mit Frequenzbereich ist dabei der Waveletraum gemeint, in den die
Transformation erfolgt, nicht etwa der Frequenzbereich der Fourier-Transforma-
tion.

Nun wird zur Veranschaulichung des eben Gesagten die Transformation eines
Dirac-Stoßes zum Zeitpunktt0 betrachtet:

Wδ(a, b) =

∞∫
−∞

δ(t− t0)ψa,b(t) dt = ψa,b(t0) (2.20)

Man kann sagen, das Wavelet paßt sich dem zu untersuchenden Signal an — bei
hohen Frequenzen wird das Wavelet schmaler, bei niedrigen Frequenzen breiter15.

2.2.2 Die zweidimensionale kontinuierliche
Wavelet-Transformation

An dieser Stelle m¨ochte ich die Erweiterung der kontinuierlichen Wavelet-Trans-
formation auf zwei Dimensionen vorstellen. Diese ist eine recht geradlinige
Fortführung der eindimensionalen Transformation [2, Seite 310], [6, Seite 454ff.].

Im Folgenden wird von einer Funktionf(x, y) ∈ L2(IR2) ausgegangen. Die
für die Transformation verwendete, nat¨urlich ebenfalls zweidimensionale, Menge
an Basisfunktionen ist definiert durch die Wavelets16:

ψa,bx,by(x, y) =
1

a
ψ

(
x− bx
a

,
y − by
a

)
(2.21)

mit bx und by als Verschiebungsfaktoren in x- bzw. y-Richtung unda > 0 als
Skalierungsfaktor.

14im Idealfall auf eine einzige
15d.h. eine schmalere bzw. breitere Funktion der Basis{ψa,b(x)} ist dem Signal

”
ähnlich“; dies

wiederum bedeutet, daß nur bez¨uglich dieser ¨ahnlichen Funktionen Transformationskoeffizienten
entstehen, die wesentlich von null verschieden sind

16entsprechend Formel 2.10 im eindimensionalen Fall
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Die zugeh¨orige zweidimensionale kontinuierliche Wavelet-Transformation
lautet dann17:

Wf (a, bx, by) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)ψa,bx,by(x, y) dxdy (2.22)

Die inverse Transformation hierzu18:

f(x, y) =
1

Cψ

∞∫
0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Wf (a, bx, by)ψa,bx,by(x, y) dbxdby
da

a3
(2.23)

Die Erweiterung auf mehr als zwei Dimensionen ist ohne weitere Probleme
möglich und wird in [6, Seite 454ff.] beschrieben.

2.3 Die Wavelet-Reihe

Die Wavelet-Reihe entspricht im Prinzip der kontinuierlichen Wavelet-Transfor-
mation, mit dem Unterschied, daß keine Skalierung bzw. Translation um reelle
Zahlen mehr verwendet wird. Es ist jetzt vielmehr m¨oglich, diese durch ganz-
zahlige Werte zu beschreiben. Die sp¨ater in Kapitel 3 vorgestellte diskrete Wave-
let-Transformation ist eine direkte Fortf¨uhrung der Wavelet-Reihe. N¨aheres zur
Wavelet-Reihe findet sich in der Literatur [3, Seite 4ff.], [2, Seite 312ff.].

Hier wird nur die Verwendung von sogenanntendyadischen Waveletserläutert,
da diese f¨ur die schnelle Wavelet-Transformation von Bedeutung sind. Ein dya-
disches Wavelet entsteht durch die Verwendung von bin¨aren Skalierungsfakto-
rena = 2−j sowie der gleichzeitigen Verschiebung des Wavelets um den Faktor
b = k

2j (mit j, k ∈ Z). Man erhält also als Verschiebungsfaktor ein ganzzahliges
Vielfaches des Skalierungsfaktors.

Die Menge der Wavelets, die daraus entstehen, ist dann zun¨achst19:

ψ̃j,k(x) = ψ

(
x− k

2j

2−j

)
= ψ(2jx− k) (2.24)

Auch bei diesen Wavelets soll eine Energienormalisierung durchgef¨uhrt werden;
es ergibt sich dabei nach Formel 2.11:

‖ψ(2jx− k)‖ =
1√
2j
‖ψ(x)‖ (2.25)

17entsprechend Formel 2.12
18entsprechend 2.14
19siehe auch [3]
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Um die Normalisierung zu erreichen muß also jedes so skalierte und verschobene
Wavelet aus Formel 2.24 mit dem Faktor

√
2j multipliziert werden.

Als Basisfunktionen f¨ur die Wavelet-Reihe werden demnach die folgenden
Funktionen verwendet:

ψj,k(x) =
√

2j ψ(2jx− k) (2.26)

Eine Funktionψ(x) ∈ L2(IR) wird als orthogonales(oderorthonormales20)
Wavelet bezeichnet, wenn die Menge der Basisfunktionen{ψj,k(x)} eine ortho-
gonale Basis desL2(IR) bilden.
Dies gilt, wenn (a)

〈ψj,k, ψl,m〉 = δj,l · δk,m j, k, l,m ∈ Z (2.27)

und (b) eine Funktionf(x) ∈ L2(IR) alsWavelet-Reiheentwickelt werden kann

f(x) =

∞∑
j=−∞

∞∑
k=−∞

cj,k ψj,k(x) (2.28)

Hierbei istδj,k das Kronecker Symbol, welches definiert ist durch:

δj,k :=

{
1 für j = k,

0 für j 6= k
(2.29)

Analog zur Fourier-Reihe erh¨alt man die Waveletkoeffizientencj,k durch das
Skalarprodukt

cj,k = 〈f(x), ψj,k(x)〉 =
√

2j

∞∫
−∞

f(x)ψ(2jx− k) dx (2.30)

Genau wie vorher die kontinuierliche Wavelet-Transformation, ist auch diese
Transformation ¨uberbestimmt [2, Seite 313].

Nimmt man für f(x) undψ(x) die Beschr¨ankung vor, daß sie außerhalb eines
gegebenen endlichen Intervalls21 den Wert Null haben22, so kann man statt der

20die Begriffeorthogonalundorthonormalwerden in der Literatur meist gleichbedeutend ver-
wendet (siehe [19]); an Stellen, an denen Wert darauf gelegt wird, daß die Norm gleich eins ist,
wird explizit darauf hingewiesen

21hier wird in der Literatur zur Veranschaulichung oft das Intervall[0, 1] verwendet (z. B. in
[2])

22man sagt dann, das Wavelet hat einenkompakten Tr̈ager [20, Seite 194] (engl.compact sup-
port)
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Indizesj undk einen einzigen Indexn verwenden, der sich wie folgt ergibt [2,
Seite 313f.]:

n = 2j + k, j = 0, 1, . . . ; k = 0, 1, . . . , 2j − 1 (2.31)

Für jedes n wird das zu verwendende j als gr¨oßte ganze Zahl ermittelt, so daß gilt
2j ≤ n; daraus errechnet sich dann das zugeh¨origek wie folgt: k = n− 2j .

Bei dyadischen Wavelets mit kompaktem Tr¨ager erh¨alt man so für jedesj eine
bestimmte Anzahl an Wavelets, die gerade so groß ist, daß durch diese Wavelets
das gesamte Intervall abgedeckt wird. Mit zunehmendemj werden die Wave-
lets immer schmaler, weshalb man auch immer mehr ben¨otigt um das Intervall
abzudecken, das heißt die Werte, welchek annehmen kann werden mehr. Diese
Eigenschaft macht man sich beim Algorithmus von Mallat zunutze, der in Kapi-
tel 3.5.1über die (eindimensionale) diskrete Wavelet-Transformation beschrieben
wird. Eine Illustration zum eben Gesagten befindet sich in Abbildung 2.2 sowie
in [2, Seite 312ff. ].

Mit dem neuen Index ergibt sich als Wavelet-Reihe f¨ur f(x):

f(x) =
∞∑
n=1

cnψn(x) (2.32)

Die Koeffizientencn erhält man dann durch das Skalarprodukt

cn = 〈f(x), ψn(x)〉 =
√

2j

∞∫
−∞

f(x)ψ(2jx− k) dx (2.33)

wobei
ψn(x) =

√
2j ψ(2jx− k) (2.34)

mit den Formeln f¨ur j undk aus 2.31 berechnet werden.

Als Beispiel für das einfachste orthonormale dyadische Wavelet mit kompak-
tem Träger soll an dieser Stelle das Haar-Wavelet genannt werden, welches in
Kapitel 2.4.1 genauer betrachtet wird.
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(a) j=1, k=0
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(b) j=2, k=0
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(c) j=2, k=1
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(d) j=3, k=0
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(e) j=3, k=1
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(f) j=3, k=2
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(g) j=3, k=3

Abbildung 2.2: Dyadisches Wavelet mit kompaktem Tr¨ager bei verschiedenen Di-
latationsfaktoren
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2.4 Orthogonale Wavelets

In diesem Abschnitt m¨ochte ich einige bekannte orthogonale Wavelets vorstellen,
die in der Praxis immer wieder verwendet werden. Die meisten von ihnen besitzen
einen kompakten Tr¨ager; diese Wavelets werden auch oft f¨ur die diskrete Wave-
let-Transformation benutzt. Dasjenige, das keinen kompakten Tr¨ager hat, besitzt
dafür andere erw¨ahnenswerte Eigenschaften.

Den Anfang macht, schon aus historischen Gr¨unden, das Haar-Wavelet. Es
folgt eine kurze Beschreibung des zugeh¨origen dualen Wavelets, n¨amlich dem
Sinc-Wavelet. Beide sind Extremf¨alle, wobei das eine einen kompakten Tr¨ager
hat, das andere hingegen nicht. Auch die Daubechies-Wavelets d¨urfen bei einer
solchen Betrachtung nat¨urlich nicht fehlen.

Vorher noch eine Bemerkung zur Verwendung des BegriffsFrequenzbereich:
Einige der folgenden Betrachtungen beziehen sich auf die Fouriertransformierte
des jeweiligen Wavelets; dies ist meist dann der Fall, wenn von der Lokalit¨atsei-
genschaft eines Wavelets (im Orts- oder Frequenzbereich) die Rede ist. Die Lo-
kalität eines Wavelets im Frequenzbereich (nach der Fourier-Transformation) hat
direkte Auswirkungen auf die Lokalit¨at der durch eine Wavelet-Transformation
transformierten Signale im zugeh¨origen Waveletraum [19, Seite 206ff.].

GuteLokalität im Ortsbereichbedeutet: eine Stelle im zu transformierenden
Signal wirkt sich nur auf wenige (idealerweise einen einzigen) Transformations-
koeffizienten aus. Je schneller also ein Basiswavelet gegen null geht (oder iden-
tisch null wird), desto besser ist die Lokalit¨at im Ortsbereich.

GuteLokalität im Frequenzbereichbedeutet: ein Transformationskoeffizient
wirkt sich nur auf wenige (ideal: eine einzige) Stellen im Ortsbereich aus. Das
bedeutet, je schneller die Fouriertransformierte eines Basiswavelets gegen null
geht (oder identisch null wird), desto besser ist die Lokalit¨at im Frequenzbereich.

Erwünscht ist nun nat¨urlich sowohl eine sehr gute Lokalit¨at im Orts- als auch
im Frequenzbereich23; hierbei müssen aber Kompromisse geschlossen werden,
wie man im Folgenden sehen wird.

2.4.1 Das Haar-Wavelet

Das Haar-Wavelet ist das einfachste orthonormale dyadische Wavelet. Es wurde
bereits in der Haar-Transformation24 verwendet und ist auch unter dem Namen
Daubechies-2-Wavelet (1ψ) bekannt25. Auch in der Literatur wird das Haar-Wave-
let häufig als Beispiel verwendet [19, Seite 98ff., Seite 208ff.].

23die Fourier-Transformation beispielsweise ist ¨uberhaupt nicht lokal, das heißt eine Stelle im
Ortsbereich wirkt sich auf alle Frequenzen mehr oder weniger stark aus

24die Haar-Transformation wird kurz erl¨autert in [2, Seite 292ff.]
25siehe hierzu Kapitel 2.4.3
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Das Haar-Wavelet ist definiert durch

ψ(x) =




1 für 0 ≤ x < 1
2
,

−1 für 1
2
≤ x < 1,

0 sonst

(2.35)

Durch dyadische Skalierung und Translation entsteht die Menge der Basisfunk-
tionen{ψj,k(x)}, wie in Formel 2.26 beschrieben. Der Graph vonψ(x) ist in Ab-
bildung 2.3 dargestellt.
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Abbildung 2.3: Das Haar-Wavelet

Das Haar-Wavelet hat im Ortsbereich einen kompakten Tr¨ager, da f¨ur x 6∈
[0; 1] die Funktion identisch null ist. Betrachtet man das Amplitudenspektrum
dieses Wavelets nach einer Fourier-Transformation26, so stellt man fest, daß zwar
lim
ω→∞

Ψ(ω) = 0 gilt, aber dieses Unendlichkeitsverhalten vonΨ(ω) entspricht dem

der Funktion1
ω

, das heißt im Frequenzbereich hat das Wavelet keinen kompakten
Träger und es geht (f¨ur ein Wavelet) relativ langsam gegen null.

Was kann man nun aus dieser Aussage schließen?

• Die Basisfunktionen des Haar-Wavelets werden im Ortsbereich f¨ur j → ∞
immer schmaler, das heißt jede noch so großeÄnderung im Ortsbereich
(beispielsweise ein Dirac-Stoß) kann beliebig genau mit den Basisfunktio-
nen angen¨ahert werden. Das Haar-Wavelet hat also eine sehr gute Lokalit¨at
im Ortsbereich. Bei zunehmender Aufl¨osung im Ortsbereich geht auf der
anderen Seite aber im Frequenzbereich Aufl¨osung verloren.

26mit Ψ(ω) als Fouriertransformierte vonψ(x)
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• Die Lokalität des Wavelets im Frequenzbereich ist dagegen nur sehr
schlecht, da die Fouriertransformierte des Haar-Wavelets ein Unendlich-
keitsverhalten wie1

ω
hat.

• Für negativej mit einem sehr großen absoluten Wert (j → −∞), sind
die Basisfunktionen im Ortsbereich sehr breit und verlieren dadurch an
Auflösung, gewinnen aber daf¨ur im Frequenzbereich an Aufl¨osung hinzu.

• Die Basisfunktionen sind nicht glatt, da sie nicht einmal stetig sind [19,
Seite 209].

Wie man in sp¨ateren Kapiteln sehen wird, ist das Haar-Wavelet ein extremes
Wavelet: eine sehr gute Lokalit¨at im Ortsbereich steht einer relativ schlechten
Lokalität im Frequenzbereich gegen¨uber. Das Verhalten der anderen Wavelets
(z. B. den Daubechies-Wavelets) liegt irgendwo zwischen dem Haar-Wavelet und
dem sogenannten Sinc-Wavelet, dem Dualen zum hier vorgestellten Haar-Wave-
let.

2.4.2 Das Sinc-Wavelet

Das Sinc-Wavelet, oft auch Littlewood-Paley-Wavelet genannt, ist dual zum Haar-
Wavelet. Es ist definiert durch die Funktion27

ψ(t) = 2 sinc(2t) − sinc(t) (2.36)

mit

sinc(t) =
sin πt

πt
(2.37)

es ergibt sich also f¨ur Gleichung 2.36

ψ(t) = 2
sin 2πt

2πt
− sin πt

πt
=

sin πt
2

πt
2

cos
3πt

2
(2.38)

Der Graph dieses Wavelets ist in Abbildung 2.4 dargestellt.
Das Sinc-Wavelet zeigt ein Verhalten umgekehrt zum Haar-Wavelet; es bietet

einen kompakten Tr¨ager im Frequenzbereich, im Ortsbereich dagegen zeigt es ein
Unendlichkeitsverhalten wie das Haar-Wavelet im Frequenzbereich, das heißt es
geht für t→ ∞ genauso schnell gegen null wie die Funktion1

t
.

2.4.3 Daubechies-Wavelets

Daubechies konstruierte eine ganze Familie von orthogonalen Wavelets, die im
Folgenden mitNψ (N ∈ N) bezeichnet werden sollen. Diese besitzen einige be-
merkenswerte Eigenschaften:

27siehe [19, Seite 221ff.] und [2, Seiten 322 und 333]



2.4 Orthogonale Wavelets 21

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Abbildung 2.4: Das Sinc-Wavelet

• sie besitzen einen kompakten Tr¨ager, wobei die Gr¨oße des Tr¨agerintervalls
2N − 1 beträgt,

• für die jeweilige Trägergröße haben sie die maximal m¨ogliche Anzahl ver-
schwindender Momente, n¨amlichN ,

• die Länge des bei der schnellen diskreten Wavelet-Transformation verwen-
deten Filters (siehe Kapitel 3) betr¨agt2N ,

• die zum Wavelet geh¨orende Skalierungsfunktion (siehe ebenfalls Kapitel 3)
besitzt maximale Glattheit f¨ur die gegebene Tr¨agergröße.

Hierbei erhält man fürN = 1 das vorher beschriebene Haar-Wavelet. Außer die-
sem ist keines der Daubechies-Wavelets symmetrisch, was ¨ubrigens allgemein f¨ur
orthogonale Wavelets mit kompaktem Tr¨ager gilt [4].

Graphen von Daubechies-Wavelets f¨ur N = 1, . . . , 10 befinden sich im An-
hang C.
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Anmerkung: Für die Anzahl der verschwindenden Momente liegt folgende Defi-
nition zugrunde:

DEFINITION 3 (MOMENT EINER FUNKTION)
Dasm-te Moment einer Funktionf ist definiert als:∫

xmf(x) dx (2.39)

Hat ein Waveletψ(x) N verschwindende Momente, so bedeutet dies also28:∫
xmψ(x) dx = 0 für m = 0, . . . , N-1 (2.40)

28näheres siehe z. B. [7, Seite 612ff.]



Kapitel 3

Die diskrete Wavelet-
Transformation

Die diskrete Wavelet-Transformation, welche sich direkt aus der Wavelet-Reihe
ergibt, soll in diesem Kapitel erl¨autert werden, da mit Hilfe dieser Transformation
schließlich die Bildkompression durchgef¨uhrt wird.

Man verwendet nun ein Sample einer kontinuierlichen Funktionf(x), wel-
ches im Folgenden alsf [x] bezeichnet wird, um die abgetastete Funktion von der
kontinuierlichen zu unterscheiden. Es wird angenommen, daßf [x] ein Sample be-
stehend ausN Werten ist, wobeiN eine Zweierpotenz ist, alsoN = 2n, n ∈ N.
Damit ergeben sich f¨ur die diskrete Wavelet-Transformation an Stelle der Formeln
2.32 und 2.33 Summen, mit denen die Transformation dann folgendermaßen be-
rechnet wird [2, Seite 332f.]:

cj,k =

N∑
x=1

f [x]ψj,k(x) (3.1)

Die zugeh¨orige inverse Transformation erh¨alt man durch:

f [x] =
∑
j

∑
k

cj,kψj,k(x) (3.2)

mit j = 0, 1, . . . , n−1 undk = 0, 1, . . . , 2j−1; ψj,k(x) ist ein dyadisches Wavelet
mit kompaktem Tr¨ager wie in 2.26:

ψj,k(x) =
√

2j ψ(2jx− k) (3.3)

Entsprechend Gleichung 2.31 kann an Stelle vonj undk auch nur ein Index ver-
wendet werden.

Ich möchte an dieser Stelle nochmals explizit darauf hinweisen, daß die Ein-
schränkung auf dyadische Wavelets zwar automatisch die Orthogonalit¨at der Ba-
sis bewirkt, diese ist aber f¨ur die diskrete Wavelet-Transformation in der allge-
meinsten Form nicht erforderlich. Es gibt also, genau wie bei der kontinuierlichen
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Wavelet-Transformation, durchaus nichtorthogonale Wavelets, die als Basis ver-
wendet werden k¨onnen, auch wenn dies im Folgenden nicht der Fall ist.

Um nun die Funktionsweise der schnellen Wavelet-Transformation zu ver-
stehen, m¨ussen zun¨achst einige Grundlagen der dort verwendeten Techniken
erläutert werden.

Die Entwicklung des Algorithmus der schnellen Wavelet-Transformation er-
gab sich historisch gesehen aus folgenden Gebieten:

• Multiskalen-Analyse1,

• Teilbandcodierung und

• Filterbänke.

Den größten Einfluß hatten dabei wohl die Multiskalen-Analyse und die Teilband-
codierung. Aus jedem dieser beiden Verfahren l¨aßt sich der Algorithmus herlei-
ten. In dieser Arbeit soll dabei die Herleitung ¨uber die Multiskalen-Analyse erfol-
gen, da die dort verwendeten Techniken auch zur Konstruktion von orthonormalen
Wavelets eingesetzt werden k¨onnen.

Auf die Teilbandcodierung soll hier nicht n¨aher eingegangen werden, obwohl
sich der Algorithmus auch von dieser Seite aus sehr gut erl¨autern ließe. Ist eine
genauere Betrachtung der Teilbandcodierung gew¨unscht, so m¨ochte ich den Le-
ser auf die Literatur verweisen [2, 19]. Nach [4, Seite 156] ist auch eine direkte
Verknüpfung der Multiskalen-Analyse mit der Teilbandcodierung m¨oglich.

Auf Filterbänke soll ebenfalls nur sehr kurz eingegangen werden, das heißt
ich werde nur die Darstellung der kontinuierlichen Wavelet-Transformation als
Faltungsintegral und damit als eine Bank von Bandp¨assen vorf¨uhren.

Die Herleitung der diskreten Wavelet-Transformation mit Hilfe der Multiskalen-
Analyse läuft in etwa wie folgt ab:

• Einführung der Multiskalen-Analyse und einer dazugeh¨origen Skalierungs-
funktion,

• Verknüpfung der Skalierungsfunktion mit Tiefpaßfiltern,

• Darstellung von Wavelets durch die Skalierungsfunktion,

• Verbindung der Wavelets mit Hochpaßfiltern.

1engl.: multiresolution-analysis
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3.1 Darstellung der Wavelet-Transformation als
Faltungsintegral

Im Folgenden wird gezeigt, wie sich die kontinuierliche Wavelet-Transformation
(Gleichung 2.12 bzw. 2.14 f¨ur die inverse Transformation) so umformen l¨aßt, daß
eine Form entsteht, die bereits von der Fourier-Transformation her hinreichend
bekannt ist: Die Faltung von zwei Funktionen.

Durch die Darstellung als Faltungintegral ist es n¨amlich möglich, eine
Wavelet-Transformation unter Verwendung von linearen Faltungsfiltern2 durch-
zuführen: Man erh¨alt somit eine Filterbank bestehend aus Bandp¨assen [2, Seite
310f.].

Ausgehend vom Basiswaveletψ(x) wird die Menge der mit dem Faktora
skalierten und anschließend entsprechend Gleichung 2.11 normierten Wavelets
ψa(x) definiert3:

ψa(x) =
1√
a
ψ
(x
a

)
(3.4)

Weiterhin wird das Wavelet̆ψa(x) definiert; dieses ist das reflektierte4 Wavelet zu
ψa(x):

ψ̆a(x) = ψa(−x) =
1√
a
ψ
(
−x
a

)
(3.5)

Hieraus ergibt sich die Darstellung der kontinuierlichen Wavelet-Transforma-
tion als Faltungsintegral (statt Gleichung 2.12):

Wf (a, b) =

∞∫
−∞

f(x) ψ̆a(b− x) dx = (f ∗ ψ̆a)(b) (3.6)

Aus dieser Darstellung erh¨alt man eine Bank von Faltungsfiltern, wobei durch
ψ̆a(x) für jeden Wert von a ein anderer Bandpaßfilter definiert ist. Die inverse

2engl.: convolution filter
3der Unterschied zu Formel 2.10 besteht nur darin, daß hier keine Translation durchgef¨uhrt

wird; diese folgt erst sp¨ater
4dies gilt, fallsψa(x) eine reelle Funktion ist, wovon hier generell ausgegangen wird; f¨ur den

Fall, daß man komplexe Wavelets verwendet, muß man zus¨atzlich das konjugiert-komplexe neh-
men, alsoψ̆a(x) = ψ∗

a(−x)
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Wavelet-Transformation lautet dann, ¨aquivalent zu Gleichung 2.14:

f(x) =
1

Cψ

∞∫
0

∞∫
−∞

Wf (a, b)ψa(b− x) db
da

a2

=
1

Cψ

∞∫
0

∞∫
−∞

(f ∗ ψ̆a)(b)ψa(b− x) db
da

a2

=
1

Cψ

∞∫
0

(f ∗ ψ̆a ∗ ψa)(x) da
a2

(3.7)

Es bleibt noch anzumerken, daß sich diese Form der Darstellung der Wavelet-
Transformation nat¨urlich nicht auf den kontinuierlichen Fall beschr¨ankt, sondern
wie beschrieben auch f¨ur die diskrete Wavelet-Transformation durchf¨uhrbar ist.
Dann läßt sich die Faltung auch in Form einerFaltungsmatrixdarstellen, was auch
ausgenutzt wird. Zur Matrixdarstellung wird auf das n¨achste Kapitel verwiesen.

3.2 Faltungsfilter

Wegen der bereits in Kapitel 3.1 gewonnenen Darstellung einer Wavelet-Trans-
formation als Faltung von zwei Funktionen, soll nun erl¨autert werden, wie sich
ein diskreterFaltungsfilteraufbauen und in Matrixform darstellen l¨aßt. Diese Art
von Filtern wird auch im Kapitel 3.3, welches die Multiskalen-Analyse behandelt,
verwendet, und man ben¨otigt sie nicht zuletzt bei der Durchf¨uhrung der schnellen
Wavelet-Transformation.

Auf die theoretischen Grundlagen und Eigenschaften der Faltungsoperation
soll an dieser Stelle nicht n¨aher eingegangen werden, da diese bereits von der
Fourier-Transformation her hinreichend bekannt ist. Es wird daher auf die Litera-
tur zu diesem Thema verwiesen. Eine Einf¨uhrung zur Faltung und speziell auch
zur hier beschriebenen Matrizendarstellung bietet z. B. [2, Seite 148ff.] sowie [8,
Seite 209ff.].

Da für die schnelle Wavelet-Transformation nur die diskrete Faltung von Be-
deutung ist, m¨ochte ich hier gleich mit dieser beginnen; betrachtet wird zun¨achst
der eindimensionale Fall.

Die Faltung zweier diskreter Funktionenf [i] und g[i] wird wie folgt durch-
geführt [2, Seite 152]:

h[i] = f [i] ∗ g[i] =
∑
j

f [j] g[i− j] (3.8)

Die Anzahl der Samples vonf [i] soll mitm, die vong[i] mit n bezeichnet werden.
Das Ergebnish[i] der Faltungsoperation hat dann die L¨angeN = m+n−1. Damit



3.3 Multiskalen-Analyse 27

man nun die Faltung als Matrix darstellen kann, m¨ussen noch einige Vorarbeiten
erledigt werden. Zun¨achst wird die Funktionf [i], die eine Längem < N hat, so
erweitert, daß sie ebenfalls die L¨angeN hat. Dies geschieht durch Auff¨ullen der
Funktion mit Nullen. Es entsteht die Funktionfp[i]:

fp[i] =

{
f [i] für 1 ≤ i ≤ m,

0 für m < i ≤ N
(3.9)

Mit g[i] wird ebenso verfahren, womit man die diskrete Funktiongp[i] erhält.
Anschließend faßt man diefp[i] zu einem Vektorf bestehend ausN Elementen

zusammen. Weiterhin entsteht die in der nachstehenden Gleichung verwendete
N × N FaltungsmatrixG, deren Zeilen von dengp[i] gebildet werden. Damit
kann man die Faltung der beiden diskreten Funktionen nun wie folgt schreiben:

h = G · f =



gp[1] gp[N ] . . . gp[2]
gp[2] gp[1] . . . gp[3]

...
...

...
...

gp[N ] gp[N − 1] . . . gp[1]


 ·



fp[1]
fp[2]

...
fp[N ]


 (3.10)

Man bezeichnetG als zirkuläre Matrix, da jede Zeile aus der vorhergehenden
durch einen Rechtsshift entsteht.

Für die Darstellung der Faltung in zwei Dimensionen kann ¨ahnlich verfahren
werden; da diese aber in der vorliegenden Arbeit nicht verwendet wird, m¨ochte
ich den Leser auf die Literatur verweisen [2, Seite 153ff.].

3.3 Multiskalen-Analyse

Die Multiskalen-Analyse ist ein Verfahren, welches die Untersuchung von Signa-
len bei verschiedenen Aufl¨osungen erm¨oglicht, wobei der Begriff Aufl¨osung bei
Bildern besonders anschaulich ist. Ziel dieses Verfahrens ist es, Strukturen in ei-
nem Signal zu erkennen; dabei wird davon ausgegangen, daß diese Strukturen im
Signal ebenfalls in unterschiedlichen Gr¨oßen vorkommen; der Rand eines Ob-
jekts in einem Bild kann beispielsweise sehr scharf umrissen sein, das heißt er
ist nur wenige Pixel breit, er kann sich aber auch ¨uber ein großes Gebiet (viele
Pixel) hinwegziehen. Mit Hilfe der Multiskalen-Analyse wird man bei der Unter-
suchung des Bildes den scharfen Rand bei einer großen Aufl¨osung (dies entspricht
einem kleinen Maßstab) finden, den fließenden Rand hingegen bei einer geringen
Auflösung (großer Maßstab).

Der Begriff Maßstab wird an dieser Stelle ¨ubrigens nicht etwa zuf¨allig verwen-
det, sondern er wurde in Analogie zum Maßstab einer Landkarte gew¨ahlt. Auch
hier erkennt man bei großen Maßst¨aben nur die groben Strukturen, w¨ahrend man
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bei kleinen Maßst¨aben auch Details sehen kann, die beim Herauszoomen aus der
Karte (die Karte wird kleiner, die Aufl¨osung geringer) verschwinden.

Die Verknüpfung der Wavelets mit der Multiskalen-Analyse besteht in der bei
dyadischen5 Wavelets durchgef¨uhrten Dilatation der Basisfunktion um den Faktor
zwei. Statt aber nun das Wavelet gr¨oßer zu machen, wird das Bild kleiner gemacht
(Downsampling der Zeilen und Spalten jeweils um den Faktor Zwei, das Bild wird
also um den Faktor Vier kleiner), was denselben Effekt hat, vom Rechenaufwand
her aber erheblich besser ist6. Hierdurch erh¨alt man ein Bild, das eine geringere
Auflösung bzw. einen gr¨oßeren Maßstab hat.

Das Verfahren, aus einem Bild durch Downsampling der Zeilen und Spal-
ten jeweils ein neues, um den Faktor Vier verkleinertes Bild zu generieren und
anschließend mit diesem weiterzuarbeiten (entweder mit dem Ziel, das Bild zu
komprimieren oder auch Muster, wie z. B. Kanten zu erkennnen) ist auch unter
dem NamenPyramiden-Algorithmusbekannt und wird in einem Verfahren zur
Bildkomprimierung verwendet, welches alsLaplace Pyramidebezeichnet wird
[2, Seite 321f.].

Zur Erinnerung nochmals das verwendetet dyadische Wavelet (j, k ∈ Z):

ψj,k(x) =
√

2j ψ(2jx− k) (3.11)

Wie man sieht, wird das Wavelet breiter (gr¨oßer) für j < 0, was einem großen
Maßstab entspricht (geringere Aufl¨osung); für j > 0 wird das Wavelet schmaler,
man erhält einen kleinen Maßstab (h¨ohere Auflösung).

Die Multiskalen-Analyse ist nun ein Verfahren, welches zur Konstruktion von
orthonormalen Wavelets verwendet werden kann. Es soll nun erl¨autert werden,
wie man dies mit Hilfe der Multiskalen-Analyse und des Pyramidenverfahrens
bewerkstelligen kann [7, Seite 43ff.].

Es zeigt sich, daß sich diemeistenbekannten orthonormalen Waveletbasen
durch dieses Verfahren erzeugen lassen, insbesonderealle, die einen kompakten
Träger besitzen.

Für den Fall, daß eine genauere Abhandlung der Multiskalen-Analyse
erwünscht ist als sie im Folgenden geboten wird, m¨ochte ich den Leser auf die
Literatur verweisen, speziell auf das BuchWavelets[15] sowie den AufsatzAn
Overview of Wavelet based Multiresolution Analyses[12].

Wie bereits erw¨ahnt, wird bei der Multiskalen-Analyse die Menge der Signa-
le (hier: Bilder) in ineinander verschachtelte Unterr¨aume unterteilt, wobei jeder
Unterraum einer anderen Skala (Maßstab) entspricht. In unserem speziellen Fall
wird die Auflösung immer um den Faktor Zwei verringert. Es wird hier nochmals

5es sind hierbei nat¨urlich nicht unbedingt dyadische Wavelets n¨otig; diese werden aber in Pra-
xis meist verwendet, weshalb auch hier nur auf diese eingegangen wird. Bei anderen Wavelets
werden einfach andere Skalierungsfaktoren (statt zwei) verwendet

6[2, Seite 321 oben]
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darauf hingewiesen, daß der Signalraum, dem alle Signale entstammen m¨ussenL2

(im kontinuierlichen Fall) bzw.l2 (im diskreten Fall) sein muß7! Die Unterräume
werden im Folgenden mitVi bezeichnet. Es folgt nun zuerst die Definition der
Multiskalen-Analyse [4, 7, 20], [19, Seite 215] f¨ur den kontinuierlichen Fall; der
diskrete wird hier nicht explizit definiert, da dieser dem kontinuierlichen Fall ent-
spricht, wenn man die Integrale in Summen umwandelt und an Stelle vonL2 den
Rauml2 verwendet.

DEFINITION 4 (MULTISKALEN -ANALYSE)
Eine durch eine Skalierungsfunktionφ erzeugte orthonormale Multiskalen-Ana-
lyse vonL2(IR) ist eine Folge von abgeschlossenen UnterräumenVi (i ∈ Z), die
folgenden Bedingungen genügt:

1. · · · ⊂ Vi−1 ⊂ Vi ⊂ Vi+1 ⊂ · · · ⊂ L2(IR) (Verkettung)

2. lim
i→∞

Vi = L2(IR), also
⋃
Vi = L2(IR) (Ausscḧopfung)

3. lim
i→−∞

Vi = 0, also
⋂
Vi = {0} (Ausd̈unnung)

4. f(x) ∈ Vi ⇔ f(2x) ∈ Vi+1 (Skaleninvarianz)

5. f(x) ∈ Vi ⇔ f(x− k) ∈ Vi, k ∈ IR (Translationsinvarianz)

6. Die Translationenφi,k der Skalierungsfunktionφ ∈ V0 mit

φi,k =
√

2iφ(2ix− k)

bilden eine orthonormale Basis vonVi, das heißt es gilt

〈φj,k, φl,m〉 = δj,l · δk,m
(Existenz einer Riesz-Basis)

Es folgen einige Erl¨auterungen zur obigen Definition:

zu 1: Die hier (und in [7]) verwendete Indizierung der Unterr¨aume entspricht der
Indizierung nach Mallat; in [20] wird die Indizierung nach Daubechies ver-
wendet, die genau andersherum ist, alsoVi ⊂ Vi−1. Die beiden Definitionen
sind aber sonst ¨aquivalent.

zu 2: Durch diese Bedingung wird ausgesagt, daß alle Funktionen ausL2(IR)
durch Funktionen aus den Multiskalen-R¨aumen beliebig genau angen¨ahert
werden können (siehe auch weiter unten).

7siehe Definitionen 1 und 2 (Gleichung 2.4 bzw. 2.5)
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zu 4: Durch die Eigenschaft der Skaleninvarianz wird die Multiskalen-Analyse
überhaupt erst m¨oglich; sie besagt, daß die Aufl¨osung der R¨aumeVi mit
zunehmendemi immer größer wird; wenn also giltf(x) ∈ V0, dann liegt
f(2x) im RaumV1 bzw.f(2ix) liegt in Vi.

zu 5: Die Translationsinvarianz besagt, daß die R¨aumeVi verschiebungsinvariant
sind, das heißt durch Verschiebung einer Funktionf(x) ∈ Vi auf der reellen
Achse um den Wertk wird der Raum nicht verlassen.

zu 6: Bilden die Translationenφi,k eine Basis, die nicht orthonormal (orthogonal)
ist, so liegt ebenfalls eine Multiskalen-Analyse vor, die aber eben nicht or-
thonormal (orthogonal) ist. Anmerkung: Die Skalierungsfunktion wird zur
Projektion (Skalierung) von Funktionen in die R¨aumeVi verwendet. Sie ist
selbst kein Wavelet, h¨angt mit diesem aber ¨uber eine einfache Beziehung
zusammen (siehe weiter unten).

Als Skalierungsfunktionφ wird in der Praxis eine Gl¨attungsfunktion8 verwendet,
das heißt es gilt9:

∞∫
−∞

φ(x) dx 6= 0 (3.12)

Weiterhin sollte sowohl die Skalierungsfunktionφ als auch ihre Fouriertransfor-
mierteΦ (und damit das zugeh¨orige Wavelet) m¨oglichst schnell auf null abfallen,
damit eine gute Lokalit¨at im Orts- und Frequenzbereich gew¨ahrleistet ist. Daher
werden meist Skalierungsfunktionen (bzw. Wavelets) mit kompaktem Tr¨ager ver-
wendet.

Um nun zum Zusammenhang zwischen der Multiskalen-Analyse und der
Wavelet-Transformation zu kommen, betrachten wir im Folgenden die Approxi-
mation einer Funktionf(x) ∈ L2(IR) durch die Multiskalen-Analyse. Die Appro-
ximation entspricht der orthonormalen ProjektionPi(f) von f(x) in den Raum
Vi, es gilt also:

f = lim
i→∞

Pi(f) (3.13)

Die ProjektionPi(f) in den RaumVi erfolgt durch Anwendung der Skalierungs-
funktion φi,k. Pi(f) wird durch die sogenanntenSkalierungskoeffizientendarge-
stellt, welche aufgrund der Orthogonalit¨at durch Berechnung eines Skalarprodukts
äquivalent zur Berechnung der Wavelet-Transformation ermittelt werden k¨onnen:

si,k(f) = 〈f, φi,k〉 (3.14)

8Tiefpaß

9im Gegensatz zum Wavelet, f¨ur das gelten muß:
∞∫

−∞
ψ(x) dx = 0
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Durch die Approximation entsteht aufgrund des Verlustes an Aufl¨osung nat¨urlich
ein Fehler. Dieser soll als Fehler zwischen zwei N¨aherungen dargestellt werden,
das heißt als Unterschied zwischen den Projektionen der Funktion in den Raum
Vi und den RaumVi+1. Der Fehler selbst liegt nun in einem Komplement¨arraum
Wi = Vi+1 	 Vi, der wegen der gew¨unschten Orthogonalit¨at der Wavelets als
orthogonales Komplement zuVi dargestellt wird [7, Seite 44f.] [19, Seite 218f.].

Im Laufe dieses Kapitels wird schließlich gezeigt, daß der Projektionsfehler
beimÜbergang von einem Raum in den n¨achsten identisch ist mit einem Teil der
Waveletkoeffizienten der Funktion.

DEFINITION 5 (WAVELETRÄUME)
Die Waveletr̈aumeWi sind definiert durch die orthogonalen Komplemente vonVi
im (übergeordneten) RaumVi+1:

Wi = Vi+1 	 Vi, Wi ⊥ Vi

Es gilt also
Vi+1 = Vi ⊕Wi (3.15)

womit dannäquivalent zur EigenschaftAusscḧopfungaus Definition 4 ebenfalls
gilt [7, 15, 19, 20]:

L2(IR) =
⊕
i∈Z

Wi (3.16)

Dies bezeichnet man alsWaveletzerlegung vonL2, da jeder RaumWi entspre-
chend Gleichung 2.26 durch Translationenψi,k eines Basiswaveletsψ erzeugt
werden kann, das heißt{ψi,k} ist eine (orthonormale) Basis des Waveletraums
Wi. Es kann bewiesen werden, daß dyadische Wavelets tats¨achlich eine Basis die-
ser Räume bilden [13, Seite 153]; dies soll jedoch hier nicht vorgef¨uhrt werden, da
es zum weiteren Verst¨andnis nicht viel beitr¨agt. Statt dessen soll gezeigt werden,
wie aus einer Skalierungsfunktionφ ∈ V0 ein Waveletψ ∈ W0 ⊂ V1 gewonnen
werden kann, welches als Basiswavelet f¨ur ψi,k fungiert.

Für φ gilt:
φ(x) =

√
2
∑
k∈Z

hkφ(2x− k) (3.17)

Diese Gleichung heißtDilatations-oderVerfeinerungs-Gleichung10, da durch sie
die Skalierungsfunktionφ ∈ V0 im RaumV1 dargestellt wird, der ja eine feine-
re Auflösung besitzt. Der Beweis f¨ur die Gültigkeit dieser Gleichung findet sich
in [15, Seite 106], [19, Seite 216] und soll nun zum besseren Verst¨andnis kurz
skizziert werden.

Wie man sieht, ergibt sich die Skalierungsfunktionφ(2x − k) durch Dilata-
tion und Translation ausφ(x). Aufgrund von Definition 4 k¨onnen nun folgende
Aussagen gemacht werden:

10engl.:dilation bzw. refinement equation
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• Es gilt:φ(x) ∈ V0 undV0 ⊂ V1 ⇒
• φ(x) ∈ V1 ⇒
• φ(x) läßt sich als Linearkombination der Basisfunktionen vonV1 darstellen;

die Basisfunktionen vonV1 aber sind bekannt und lauten

{
√

2φ(2x− k) | k ∈ Z}.

Daraus folgt schließlich Gleichung 3.17, wobeihk die Koeffizienten f¨ur die
Linearkombination sind.

• Eine wichtige Folgerung aus 3.17 ist:Allein durch die Koeffizientenhk ist
die Skalierungsfunktionφ eindeutig bestimmt, sobald man einen Wert f¨ur
die Norm vonφ festgelegt hat (z. B.‖ φ ‖= 1) [7, Seite 46]. Wie man noch
sehen wird, ist damit auch ein Wavelet und damit nat¨urlich eine Wavelet-
Transformation bestimmt.

Die Koeffizientenhk können als Impulsantwort eines diskreten Tiefpaßfilters
H aufgefaßt werden. Zu dieser wichtigen Erkenntnis gelangt man nach der
Durchführung einer Fourier-Transformation und diversen Umformungen; die ge-
naue Vorgehensweise wird in [19, Seite 216] vorgef¨uhrt und es soll hier nur das
Ergebnis pr¨asentiert werden.

Nach [6, Seite 51ff.] erh¨alt man die Koeffizientenhk bei bekannter Skalie-
rungsfunktion durch

hk =
√

2

∞∫
−∞

φ(x)φ(2x− k) dx (3.18)

Weiterhin folgt aufgrund der Orthogonalit¨at der Basis{φi,k} eines RaumsVi eine
Orthogonalität der Koeffizientenhk wie folgt11 [2, 6, 7, 15]:∑

k

hkhk+2m = δ0m ∀m ∈ Z (3.19)

Durch die Energienormalisierung vonφ(x) erhält man einel2-Norm der Koeffi-
zientenhk mit dem Wert Eins [15, Seite 116]:∑

k

|hk|2 = 1 (3.20)

Ein weiteres Ergebnis ist12: ∑
k

hk =
√

2 (3.21)

11Beweis siehe [6, Seite 51f.] oder [15, Seite 113]
12Herleitung siehe [15, Seite 114] oder [19, Seite 217]
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Dabei werden f¨ur die FouriertransformierteΦ(ω) der Skalierungsfunktionφ(x)
folgende Einschr¨ankungen vorgenommen, auf die in der Praxis aber keine große
Rücksicht genommen werden muß, da sie wohl immer erf¨ullt sein werden [19,
Seite 217]:

• Φ(ω) ist beschr¨ankt,

• stetig inω = 0,

• Φ(0) 6= 0

Nun soll aufgrund der vorherigen Schlußfolgerungen mit Hilfe der Skalie-
rungsfunktionφ ein Basiswaveletψ ∈ W0 ermittelt werden, durch welches
schließlich eine (orthonormale) Basis{ψi,k} vonWi erzeugt wird.

Wegenψ ∈W0 undW0 ⊂ V1 (und damitψ ∈ V1) gilt:

ψ(x) =
√

2
∑
k∈Z

gkφ(2x− k) (3.22)

Dies gilt, da{√2φ(2x − k) | k ∈ Z} eine orthonormale Basis vonV1 ist und
somit natürlich auch alle Funktionen ausW0 erzeugen kann. Die Koeffizienten der
hierzu nötigen Linearkombination dieser Basisfunktionen sind mitgk bezeichnet.

Zudem wird die Eigenschaft ausgenutzt, daßψ(x) eine Basis des RaumesW0

sein soll, welcher ja orthogonal zuV0 ist, das heißt es gilt:

〈φ(x− n), ψ(x)〉 = 0 ∀n (3.23)

Durch diese zus¨atzliche Bedingung entsteht ein Zusammenhang zwischen den
Koeffizientenhk der Skalierungsfunktion und den Koeffizientengk des Wavelets,
der nach einigen Umformungen im Fourierraum hergeleitet werden kann13. Man
erhält als Ergebnis einen HochpaßfilterG, der im Fourierraum wie folgt aussieht:

G
(
ejω
)

= −e−jωH∗ (ej(ω+π)
)

(3.24)

für die Darstellung im Ortsbereich ergibt sich somit:

gk = (−1)kh1−k (3.25)

Wie man sieht, ergeben sich die Filterkoeffizientengk aus denen vonhk, wobei
die Reihenfolge genau entgegengesetzt ist und jeder zweite Koeffizient negiert
wird. Aus diesem Grund wird der HochpaßfilterG auch alsSpiegelfiltervon H
bezeichnet.

13siehe [19, Seite 218ff.]
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Außerdem gilt14 wegen der oben genannten Bedingungen f¨ur hk sowie Glei-
chung 3.25: ∑

k

gk = 0 (3.26)

Ich möchte hier nochmals darauf hinweisen, daß die Bedingungen, die ein
Wavelet zu einem solchen machen, eigentlich sehr schwach sind. Es wird nur
gefordert, daß ein Wavelet quadratisch-integrierbar ¨uber den reellen Zahlen sein
muß und daß es dieZulässigkeitsbedingung(Gleichung 2.7) erf¨ullt. Deswegen
sind auch in der vorangegangenen Darstellung keine weiteren Einschr¨ankungen
nötig.

Aufgrund von Gleichung 3.17, die jeweils f¨ur die Skalierungsfunktionen von
zwei aufeinanderfolgenden R¨aumenVi undVi+1 gilt, kann man die Basis{φi,j}
des RaumsVi nun aus der Basis vonVi+1 wie folgt berechnen [7, Seite 47]:

φi,j(x) =
∑
k

hk φi+1,2j+k(x)

=
∑
k

hk−2j φi+1,k(x)
(3.27)

Die Projektion einer Funktionf(x) in den RaumVi erfolgt nun wieder durch
Berechnung der Skalierungskoeffizienten:

si,j = 〈f, φi,j〉
=
∑
k

hk 〈f, φi+1,2j+k〉

=
∑
k

hk−2j 〈f, φi+1,k〉

=
∑
k

hk−2j si+1,k

= (Hsi+1)j

(3.28)

Wie man sieht, lassen sich die Skalierungskoeffizientensi,j, welche ja die Pro-
jektion vonf in den RaumVi darstellen, aus den Skalierungskoeffizientensi+1,j

durch Filterung mit dem Filterhk−2j berechnen. Der Aufbau der MatrixH ent-
spricht der Darstellung eines Faltungsfilters in Matrixform, wobei allerdings jede
zweite Zeile fehlt. Die Elemente der Matrix sind:

H = (hk−2j)j,k (3.29)

Durch das Fehlen jeder zweiten Zeile entstehen nach Anwendung des Filters
mit der FaltungsmatrixH auf den Vektorsi+1, der die Skalierungskoeffizienten

14näheres in [15, Seite 114]
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enthält, nur noch halb soviele Koeffizienten15 wie vor dem Filtern; dies ist auch
gut so, denn eine Funktionf hat ja im RaumVi+1 eine doppelt so hohe Aufl¨osung
wie in Vi.

Nachdem nun durch Gleichung 3.28 klar ist, wie man aus den Skalierungs-
koeffizientensi+1,j die Koeffizientensi,j berechnen kann, ben¨otigt man noch den
Beginn für die Iteration, n¨amlich die Skalierungskoeffizientens0,j. Hierzu wird
angenommen, daß eine Funktionf(x) ∈ V0 vorliegt16. Die Koeffizienten ergeben
sich dann durch Darstellung der Funktion als Linearkombination der Basisfunk-
tionenφ0,j des RaumsV0:

f(x) =
∑
j∈Z

s0,jφ(x− j) (3.30)

Für die tatsächliche Durchf¨uhrung der schnellen Wavelet-Transformation wird
dann angenommen, daß die vorliegenden diskreten Werte bereits die Skalierungs-
koeffizientens0,j einer Funktion sind, die selbst allerdings gar nicht explizit ange-
geben wird. Sie wird f¨ur das Verfahren auch nicht weiter ben¨otigt.

Für die Berechnung der Waveletkoeffizienten gilt eine ¨ahnliche Beziehung:
Man erhält die Waveletkoeffizientenwi,j für den RaumWi durch Anwendung
der FaltungsmatrixG auf die Skalierungskoeffizientensi+1,j desübergeordneten
RaumsVi+1:

wi,j = 〈f, ψi,j〉
=
∑
k

gk 〈f, φi+1,2j+k〉

=
∑
k

gk−2j si+1,k

= (Gsi+1)j

(3.31)

hierbei sind die Matrixelemente gegeben durch:

G = (gk−2j)j,k (3.32)

Auch diese Matrix enth¨alt nur halb soviele Zeilen wie Spalten und wird zum
Downsampling verwendet.

Das Ergebnis dieses Ausflugs in die Multiskalen-Analyse kann nun wie folgt
beschrieben werden:

• An Stelle der aufwendigen direkten Berechnung der bei der Wavelet-Trans-
formation auftretenden Skalarprodukte kann man die Waveletkoeffizienten
durch Anwendung eines Filters auf die Skalierungskoeffizienten erhalten.

15dies entspricht dem Downsampling um den Faktor Zwei
16siehe auch [15, Seite 126]
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• Durch die Wahl der Filterkoeffizientenhk entsprechend den daf¨ur angege-
benen Bedingungen17 ist eine Skalierungsfunktion und damit ein Wavelet
festgelegt. Die Skalierungsfunktion bzw. das Wavelet werden dann gar nicht
mehr explizit angegeben; sie werden f¨ur die Durchführung der schnellen
Wavelet-Transformation auch nicht ben¨otigt.

• Die Waveletkoeffizientenwi,j ∈ Wi geben den Fehler an, der bei der Pro-
jektion einer Funktionf vom RaumVi+1 in den RaumVi gemacht wird.

• Kennt man die Skalierungskoeffizientensi einer Funktionf ∈ Vm bei ei-
ner bestimmten Aufl¨osungVi und die bei der Projektion dieser Funktion in
einen RaumVm, der eine h¨ohere Auflösung alsVi besitzt (alsom > i), ent-
stehenden Fehlerwi,wi+1, . . . ,wm−1, so kann man die Funktionf ∈ Vm
exakt rekonstruieren.

• Die Vorgehensweise bei der Transformation entspricht damit der Berech-
nung der Koeffizienten durch ein Pyramidenschema, wobei eine exakte
Wiederherstellung des Signals m¨oglich ist.

• Die genannten Bedingungen f¨ur die diskreten Filter sind ¨ubrigens zum Teil
bereits von der Teilbandcodierung her bekannt. Sie ergeben sich aus den
Forderungen der exakten Rekonstruktion des Signals und der Vermeidung
von Aliasing.

Anmerkung: Es würde an dieser Stelle zu weit f¨uhren, wenn man Methoden
zum Finden von Filtern beschreiben wollte, die bestimmte Eigenschaften besitzen
(z. B. Glattheit der Skalierungsfunktion, Anzahl der verschwindenden Momente,
kompakter Träger, etc.). Daher m¨ochte ich den interessierten Leser hier auf die Li-
teratur verweisen, wo dies teilweise sehr ausf¨uhrlich behandelt wird [4, 6, 15, 19].

Welche Eigenschaften eines Wavelets f¨ur die Bildkompression von Nutzen
sind wird in Kapitel 4.2 noch erl¨autert.

3.4 Berechnung diskreter Werte für Wavelet und
Skalierungsfunktion

Wie man im vorherigen Kapitel gesehen hat, kann man also durch geschickte
Wahl eines Tiefpasses eine Skalierungsfunktion und ein dazugeh¨orendes Wavelet
festlegen. Nun soll gezeigt werden, wie man mit Hilfe dieser Filterkoeffizienten
Wavelet und Skalierungsfunktion durch ein einfaches Verfahren approximieren
kann18. Man erhält damit diskrete Werte f¨ur die beiden Funktionen und kann dann

17diese sind in Kapitel 3.5.1 nochmals zusammengefaßt
18siehe auch [6, Seite 54ff.] und [7, Seite 48]
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z. B. ihre Graphen zeichnen. F¨ur die im folgenden Kapitel beschriebene diskrete
Wavelet-Transformation werden die Werte allerdings nicht ben¨otigt.

Beide Funktionen werden durch fortlaufende Iteration gewonnen, wobei man
mit einem Vektor startet, dessen Elemente Skalierungskoeffizienten darstellen.
Dabei sind alle Elemente null, bis auf eines, welches gleich eins ist. Diese Wer-
te stellen die Skalierungsfunktion bzw. das Wavelet in der niedrigstm¨oglichen
Auflösung dar, wobei es vom anschließend angewandten Algorithmus abh¨angt,
welche der beiden Funktionen man approximiert. Die N¨aherungen, die man da-
durch erhält, sind recht gut, wobei das Verfahren auch schnell konvergiert. Die
nun vorgestellten Formeln ergeben sich als direkte Konsequenz der Gleichungen
3.22, 3.28 sowie 3.31.

Will man die Skalierungsfunktion erhalten, so ist folgende Formel anzuwen-
den:

x0 =




...
0
0
1
0
0
...




xi+1 =
√

2H T xi

(3.33)

Man wendet also die FaltungsmatrixH iterativ an. Der Skalierungsfaktor
√

2 ist
dabei sehr wichtig, da die Funktionswerte sonst bei jedem Iterationsschritt um den
Faktor 1√

2
kleiner werden w¨urden19.

Das Wavelet ergibt sich durch einen ¨ahnlichen Algorithmus. Hierbei wird je-
doch zu Beginn einmal die MatrixG angewandt und erst anschließendH:

x0 =




...
0
0
1
0
0
...




x1 =
√

2G T x0

xi+1 =
√

2H T xi i ≥ 1

(3.34)

In Abbildung 3.1 sind als Beispiel die ersten Iterationsschritte f¨ur das Daubechies-
WaveletD4 mit vier Filterkoeffizienten dargestellt.

19dies ist eine Folge der Normalisierung auf
√

2
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Abbildung 3.1: Verschieden genaue Approximationen des Daubechies-Wavelets
D4

3.5 Die schnelle Wavelet-Transformation

In den folgenden Kapiteln soll nun genauer auf die schnelle diskrete Wavelet-
Transformation eingegangen werden, wobei die Grundlagen aus Kapitel 3.3 vor-
ausgesetzt werden. Zun¨achst wird der Algorithmus f¨ur die eindimensionale Trans-
formation vorgestellt, daran anschließend derjenige f¨ur die zweidimensionale.

Der Algorithmus wird in der Literatur praktisch immer mehr oder weniger
ausführlich beschrieben. F¨ur die vorliegende Abhandlung wurde vor allem [2, 7,
19] verwendet.

3.5.1 Eindimensionale schnelle Wavelet-Transformation

Der zur schnellen diskreten Wavelet-Transformation verwendete Algorithmus20

basiert auf der iterativen Anwendung von Hoch- und Tiefpaßfiltern. Diese m¨ussen
bestimmte Eigenschaften besitzen, welche sich aus der Multiskalen-Analyse wie
in 3.3 beschrieben ergeben. Der Algorithmus kann aber auch als Zweikanal-

20wegen seiner Struktur auch unter dem NamenMallat’s herringbone algorithm(Hering-
grätenalgorithmus) bekannt
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Teilbandcodierung verstanden werden21. Die Vorgehensweise bei der Transfor-
mation eines Signals ist in Abbildung 3.2 zu sehen.

s0 = f[i] 2

2

H

G

s1

w1

2

2

H

G

s2 s3

w2 w3

2

2

H

G

...

Abbildung 3.2: Der Algorithmus f¨ur die schnelle diskrete Wavelet-Transformation

Es wird von nun an der Hochpaßfilter mit den Filterkoeffizientengk in Ma-
trixdarstellung mitG bezeichnet22, der Tiefpaßfilter mit den Filterkoeffizienten
hk mit H. Die Elemente dieser Matrizen sindgj,k bzw. hj,k. Der Tiefpaß wird
manchmal auch alsGlättungs-oderSkalierungsfilterbezeichnet, der Hochpaß als
Detail- oderWaveletfilter. Die Bedingungen, die die Filter erf¨ullen müssen lau-
ten23:

• ∑
k

hk =
√

2

• ∑
k

hkhk+2m = δ0m ∀m

• gk = (−1)kh1−k

• ∑
k

gk = 0

Nach [7, Seite 40] k¨onnen diese Bedingungen auch in Matrixform dargestellt wer-
den24:

• H T H + G T G = E

• GH T = HG T = 0

• GG T = HH T = E

Die Matrix H ist eine Faltungsmatrix, wie sie in Kapitel 3.2 beschrieben wur-
de. Da im Algorithmus f¨ur die Wavelet-Transformation aber nach jedem Fil-
tervorgang ein Downsampling um den Faktor Zwei durchgef¨uhrt werden muß,

21siehe [2, 4, 15, 19]
22entsprechend [7]
23siehe Kapitel 3.3
24mit E wird die Einheitsmatrix bezeichnet
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fehlt in der Faltungsmatrix jede zweite Zeile. Bein Filterkoeffizientenhk (k =
0, . . . , n− 1) ergibt sich dann die Matrix:

H =



. . .
. . . 0 h0 h1 h2 . . . hn−1 0 0 0 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 0 h0 h1 h2 . . . hn−1 0 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 0 h0 h1 h2 . . . hn−1 0 . . .
. . .




(3.5.1)

Die Matrixelemente Hj,k ergeben sich wie beschrieben durch Hj,k = hk−2j, wobei
die entsprechenden Matrixelemente der Indizes, f¨ur die gilt k − 2j < 0 oder
k − 2j > n− 1, null sind.

Weiterhin wird hier davon ausgegangen, daß die zu transformierende diskrete
Funktionf [u] ausN Elementen besteht, wobei giltN = 2l (l ∈ N). Es ist zu
beachten, daß in der Theorie immer mit unendlich vielen Daten gerechnet wird,
was für die Praxis gewisse Auswirkungen hat (siehe weiter unten). Auch die oben
beschriebenen MatrizenH undG sind prinzipiell unendlich groß, weshalb man
zum tatsächlichen Berechnen der Transformation einige Anpassungen (entweder
der Matrizen oder Daten) vornehmen muß. Die hier gemachte Beschr¨ankung der
Anzahl der Daten auf eine Zweierpotenz kann in der Praxis aufgehoben werden
(näheres hierzu folgt ebenfalls sp¨ater).

Wie man in Abbildung 3.2 sieht, erfolgt die Berechnung der Waveletkoef-
fizientenwi durch Anwendung der MatrixG auf die Skalierungskoeffizienten
si−1 (i = 1, . . . , l)25. Die Skalierungskoeffizientensi enstehen durch Anwendung
der MatrixH auf die Skalierungskoeffizientensi−1

26. Diese Vorgehensweise ent-
spricht der Berechnung durch die Formeln 3.31 bzw. 3.28.

Es müssen folglich genaul Schritte durchgef¨uhrt werden, bis die Anzahl der
Skalierungskoeffizienten durch fortlaufendes Downsampling um den Faktor Zwei
bis auf einen Koeffizienten zusammengeschrumpft ist. Es gilt also:

• Die Elementes0,k des Eingabevektorss0 ergeben sich durchs0,k = f [k],
k = 1, . . . , 2l. Man geht also eigentlich davon aus, daß die diskreten Werte
f [k] bereits die Skalierungskoeffizienten einer Funktion im RaumV0 sind27.

• Der letzte entstehende Vektorsl besteht aus genau einem Skalierungskoef-
fizienten.

• Die Vektorensi bzw.wi haben genau die halbe Anzahl an Elementen wie
die Vektorensi−1 bzw.wi−1 einen Schritt vorher.

25dies entspricht einer Hochpaßfilterung
26dies entspricht einer Tiefpaßfilterung
27siehe auch Kapitel 3.3
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Bei dem vorgestellten Verfahren entstehen also insgesamtN − 1 Waveletkoeffizi-
enten sowie ein Skalierungskoeffizient; dabei sindN

2
Koeffizienten aus dem ersten

Schritt entstanden,N
4

aus dem zweiten,N
8

aus dem dritten usw.

Man erhält bei diesem Algorithmus nach jedem Tiefpaßfilter und anschließen-
dem Downsampling um zwei28 ein Signalf [u], welches durch Anwendung der
Skalierungsfunktionφ (dem Filter) nun in einer niedrigeren Aufl¨osung vorliegt.
Das Signal wird also vom RaumV0 in einen RaumV−i mit niedrigerer Auflösung
abgebildet29.

Entsprechend der in Kapitel 2.3 vorgestellten dyadischen Wavelets mit kom-
paktem Träger, welche ja f¨ur die schnelle Wavelet-Transformation verwendet wer-
den, ben¨otigt man zur Abdeckung des gesamten Intervalls bei jedem Dilatations-
faktor−i eine bestimmte Anzahl an Wavelets, die dann eine Basis des jeweiligen
WaveletraumsW−i bilden. Mit zunehmendemi wird dieses Intervall wegen der
Reduktion der Aufl¨osung immer geringer, weshalb auch immer weniger Wavelets
als Basis benutzt werden und somit auch immer weniger Waveletkoeffizientenwi

entstehen. F¨ur die Vektorenwi bzw.si aus Abbildung 3.2 gilt also:

wi =




〈ψ−i,1, f〉
〈ψ−i,2, f〉

...
〈ψ−i,N

2i
, f〉


 (3.36)

sowie

si =




〈φ−i,1, f〉
〈φ−i,2, f〉

...
〈φ−i,N

2i
, f〉


 (3.37)

Die genauen Formeln f¨ur die Berechnung vonwi bzw.si lauten dann30:

wi,j =
∑
k

gk−2j si−1,k

= (Gsi−1)j

(3.38)

und

si,j =
∑
k

hk−2j si−1,k

= (Hsi−1)j

(3.39)

28die Reihenfolge - erst Filtern, dann Downsampling oder umgekehrt - ist dabei egal; mit den
hier verwendeten Matrizen wird beides in einem Schritt durchgef¨uhrt

29man darf sich hierbei nicht daran st¨oren, daß der Index des Raums negativ ist. Dieser entsteht
nur durch die Wahl der Indizierung bei der Definition der Multiskalen-Analyse nach Mallat (siehe
Kapitel 3.3 Definition 4)

30entsprechend Kapitel 3.3 Gleichungen 3.28 und 3.31
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Die Matrizendarstellung dient dabei nur der einfacheren mathematischen Formu-
lierung; in einer realen Implementierung werden die Summen direkt berechnet, da
dies schneller geht.

Nun möchte ich mich noch der inversen Transformation widmen. Will man
diese durchf¨uhren, so wird im Prinzip einfach der Algorithmus r¨uckwärts berech-
net. Das Verfahren ist in Abbildung 3.3 zu sehen.

2 2

2

2

22

+HT

GT

...  s3 +HT

GT

s1s2

w1w2
w3

s0 = f[i]+HT

GT

Abbildung 3.3: Der Algorithmus f¨ur die inverse schnelle diskrete Wavelet-Trans-
formation

Es werden die gleichen Filterkoeffizienten wie f¨ur die Transformation ver-
wendet; für die Darstellung in Matrixform benutzt man statt der Faltungsmatrizen
G undH deren transponierteG T undH T. Diese besitzen dann immer doppelt
soviele Zeilen wie Spalten und bewirken so ein Upsampling um den Faktor Zwei.

Man berechnet also die Skalierungskoeffizientensi aus den Skalierungskoef-
fizientensi+1 und den Waveletkoeffizientenwi+1 wie folgt:

si = H T si+1 + G T wi+1 (3.40)

bzw. als Summe
si,j =

∑
k

(hj−2k si+1,k + gj−2k wi+1,k) (3.41)

Wie bereits erw¨ahnt wurde, wird hier nat¨urlich nicht mit unendlich vielen Da-
ten, sondern mit Daten der L¨angeN gerechnet. Dadurch ergeben sich einige Kon-
sequenzen:

• Die Größe der FaltungsmatrizenH undG nimmt immer mehr ab, je mehr
Schritte man durchf¨uhrt; zu Beginn werden Matrizen der Gr¨oßeN

2
×N ver-

wendet, wodurch genauN
2

Skalierungskoeffizienten und ebenso viele Wa-
veletkoeffizienten entstehen. F¨ur den nächsten Schritt werden die beiden
Matrizen so angepaßt, daß sie sowohl in den Zeilen als auch in den Spal-
ten nur noch halb so viele Elemente haben wie vorher — es entstehen also
N
4
× N

2
-Matrizen.

• Es muß eine Anpassung der Daten oder der Matrizen vorgenommen wer-
den, wodurch die endliche Zahl an Daten ber¨ucksichtigt wird. Unterl¨aßt
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man dies, so kann man durch die inverse Wavelet-Transformation die ur-
sprünglichen Daten nicht mehr wiederherstellen31.

Will man eine exakte Rekonstruktion der Daten nach einer inversen Transfor-
mation erreichen, so hat man folgende M¨oglichkeiten [7, Seiten 40 und 69]:

• Man benutzt bei der Transformation mehr Daten, als man eigentlich br¨auch-
te, wobei die tats¨achlich ben¨otigten Daten von den nicht ben¨otigten einge-
schlossen sind. Diese Vorgehensweise ist dann m¨oglich, wenn man eine
diskrete Funktionf [u] durch Abtasten eines Signalsf(x) gewinnen kann;
man digitalisiert dann einfach mehr Daten. Bei der Bildkompression ge-
staltet sich die Sache schon komplizierter, da man ja im Normalfall wohl
das gesamte Bild komprimieren will und nicht etwa nur einen Ausschnitt
daraus; hier muß man dann zu einer der anderen Methoden greifen.

• Man nimmt an, daß die Daten periodisch sind. Hierzu m¨ussen nicht
zwangsläufig die Daten angepaßt werden, sondern man kann die Matrizen
H undG entsprechend ver¨andern (siehe unten).

• Man füllt die Daten an den R¨andern mit Nullen auf, so daß gen¨ugend Werte
zur Rekonstruktion zur Verf¨ugung stehen.

• Man gewinnt die Daten an den R¨andern durch Reflexion; im Fall eines
Bildes bedeutet dies, man setzt an das eigentliche Bild jeweils horizontal
bzw. vertikal gespiegelte Versionen des Bildes an, je nachdem an welchem
Rand man sich befindet.

• Man verwendet an den R¨andern speziell angepaßte Randwavelets. Eine ge-
naue Betrachtung dieser Methode w¨urde hier zu weit f¨uhren, ich m¨ochte
daher auf die Literatur verweisen [15, Seite 199ff.].

Alle genannten Verfahren haben Vor- und Nachteile: Beim Hinzuf¨ugen von mehr
Daten wird die Transformation wesentlich rechenaufwendiger, weshalb die Mo-
difikation der Filter im Prinzip zu bevorzugen ist. Außerdem entstehen trotz allem
meist mehr oder weniger sichtbare Ver¨anderungen der Daten an den R¨andern, wo-
bei diese Randeffekte aber nat¨urlich nicht so stark sind, wie es ohne Anpassung
der Fall wäre.

Eine Betrachtung der Randeffekte mit und ohne Anpassung der Daten befindet
sich in Kapitel 6.4.

Bei der Annahme, daß man periodische Daten vorliegen hat, m¨ussen die Fal-
tungsmatrizen so ver¨andert werden, wie es hier exemplarisch an einer4×8-Matrix

31exakte Wiederherstellung ist in diesem Fall nur bei Verwendung des Haar-Wavelets m¨oglich;
siehe auch [7, Seite 40]
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H4 mit vier Filterkoeffizientenh0, . . . , h3 vorgeführt ist32:

H8 =



h0 h1 h2 h3 0 0 0 0
0 0 h0 h1 h2 h3 0 0
0 0 0 0 h0 h1 h2 h3

h2 h3 0 0 0 0 h0 h1


 (3.42)

In der praktischen Anwendung des Algorithmus ist man nat¨urlich nicht auf
Daten der LängeN = 2l beschränkt. Hat man als L¨ange keine Zweierpotenz
vorliegen, so kann man die Daten durch Auff¨ullen mit Nullen evtl. auf die ge-
forderte Größe bringen. Andere M¨oglichkeiten zur Behandlung dieses Problems
werden in [20] geschildert, ich m¨ochte mich hier weiterhin auf Zweierpotenzen
beschränken.

Da der Algorithmus bei der Verwendung zur Datenkompression nicht unbe-
dingt bis zum Ende durchgef¨uhrt werden muß, sondern nach einer beliebigen An-
zahl an Schritten abgebrochen werden kann, ist es in einigen F¨allen auch m¨oglich
ihn so lange laufen zu lassen, bis die entstehende Sequenz der Skalierungskoef-
fizienten nicht mehr durch zwei teilbar ist; meist ist das Ergebnis trotzdem recht
ansehnlich33.

3.5.2 Zweidimensionale schnelle Wavelet-Transformation

Für die Anwendung der Wavelet-Transformation in der Bildkompression ist es
natürlich nötig, daß die schnelle Wavelet-Transformation nicht nur mit eindimen-
sionalen Signalen, sondern auch mit zweidimensionalen (Bildern) durchgef¨uhrt
werden kann. Die hierzu n¨otige Erweiterung des Algorithmus von Mallat ist das
Thema dieses Kapitels.

Prinzipiell werden hierf¨ur die bereits in Kapitel 2.2.2 vorgestellten zweidi-
mensionalen Wavelets verwendet. Dabei muß nun unterschieden werden, ob eine
separierbare Transformation verwendet wird oder nicht. Da in der Bildkompressi-
on zur Zeit praktisch nur mit separierbaren Transformationen gearbeitet wird, sol-
len hier auch nur diese ber¨ucksichtigt werden. Dies Vereinfacht den Algorithmus
für die zweidimensionale Transformation auf die Durchf¨uhrung von hintereinan-
dergeschalteten eindimensionalen Transformationen. Dadurch ist er einfacher zu
implementieren und schneller in der Ausf¨uhrung. Der hier vorgestellte Algorith-
mus findet sich dann auch in dieser Form in praktisch jeder Literatur zum diesem
Thema. Den nicht separierbaren Fall dagegen findet man eher selten; er wird in
[15, Seite 123ff.] und [19, Seite 410ff.] kurz besprochen.

Man geht also von einer separierbaren zweidimensionalen Skalierungsfunkti-
onφ(x, y) aus, deren Dilatationen und Translationen{φj,kx,ky(x, y) = 2jφ(2jx−

32vgl. mit Gleichung 3.5.1
33einige Vorschläge zur Behandlung von beliebig langen Daten sind in [20] zu finden
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kx, 2
jy − ky)} eine orthonormale Basis eines zweidimensionalen RaumesVj ⊂

L2(IR2) bilden. Diese zweidimensionale Skalierungsfunktion kann dann als Pro-
dukt zweier eindimensionaler Skalierungsfunktionenφ(x) und φ(y) dargestellt
werden:

φ(x, y) = φ(x)φ(y) (3.43)

Aufbauend auf die sich dadurch ergebenden zweidimensionalen Basiswavelets34

ψm(x, y) (m = 1, 2, 3), ist dann eine orthonormale Basis desL2(IR2) definiert
durch [15, Seite 208]:

{ψmj,kx,ky
(x, y) | j, kx, ky ∈ Z m = 1, 2, 3} (3.44)

mit
ψmj,kx,ky

(x, y) = 2jψm(2jx− kx, 2
jy − ky) (3.45)

Die zweidimensionalen Basiswaveletsψm(x, y) ergeben sich aus den zu den Ska-
lierungsfunktionenφ(x) und φ(y) gehörenden Basiswaveletsψ(x) bzw. ψ(y),
welche wie in Kapitel 3.3 beschrieben ermittelt werden:

ψ1(x, y) = φ(x)ψ(y)

ψ2(x, y) = ψ(x)φ(y)

ψ3(x, y) = ψ(x)ψ(y)

(3.46)

Diese Wavelets betonen unterschiedliche Richtungen in der Ebene:ψ1 ist ein ver-
tikales Wavelet,ψ2 ein horizontales undψ3 ein vertikales. Diese Richtungen sind
auch in den w¨ahrend der Transformation entstehenden hochpaßgefilterten Bildern
sichtbar, wo Kanten in der jeweiligen Richtung hervorgehoben werden (siehe hier-
zu auch Abbildung 3.5).

Im Folgenden wird von einer zweidimensionalen Funktionf(x, y) (einem
Bild) ausgegangen, wobei die Anzahl der Werte in den Zeilen und Spalten gleich
sein soll (N = 2l), das Bild ist also quadratisch; diese Einschr¨ankung kann f¨ur
eine Implementierung mit einigem Aufwand aufgehoben werden.

Zu berechnen sind dann in jedem Schritti (i = 1, . . . , l) insgesamt vier Ska-
larprodukte, wobei aus jedem Skalarprodukt ein um den Faktor Vier kleineres
Bild entsteht. Drei der Skalarprodukte ergeben dann bereits Waveletkoeffizienten
wmi (kx, ky) (m = 1, 2, 3) und eines das Originalbild in einer um den Faktor Vier
niedrigeren Auflösung (die Skalierungskoeffizientensi(kx, ky)):

si(kx, ky) = 〈f, φ−i,kx,ky〉
w1
i (kx, ky) = 〈f, ψ1

−i,kx,ky
〉

w2
i (kx, ky) = 〈f, ψ2

−i,kx,ky
〉

w3
i (kx, ky) = 〈f, ψ3

−i,kx,ky
〉

(3.47)

Damit kann der Algorithmus nun in jedem Schritt getrennt f¨ur die Zeilen und
Spalten durchgef¨uhrt werden (siehe Abbildung 3.4):

34das hochgestelltem wird hier nicht als Exponent verwendet, sondern als Index
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• Tiefpaßfilterung vonf(x, y) entlang der x-Werte mit anschließendem
Downsampling um zwei (Anwendung vonφ(x)). Es entsteht ein halb so
schmales BildfT (x, y).

• Hochpaßfilterung vonf(x, y) entlang der x-Werte mit anschließendem
Downsampling um zwei (Anwendung vonψ(x)). Es entsteht ein halb so
schmales BildfH(x, y).

• Tiefpaßfilterung vonfT (x, y) entlang der y-Werte mit anschließendem
Downsampling um zwei (Anwendung vonφ(y)). Es entsteht als Resultat
durch Anwendung der Skalierungsfunktionφ(x, y) auf f(x, y) ein um den
Faktor Vier kleineres BildfTT (x, y): Dieses enth¨alt die Skalierungskoeffi-
zientens.

• Hochpaßfilterung vonfT (x, y) entlang der y-Werte mit anschließendem
Downsampling um zwei (Anwendung vonψ(y)). Es entsteht durch An-
wendung des Waveletsψ1 auf f(x, y) das Bild fTH(x, y): Dies sind die
Waveletkoeffizientenw1.

• Tiefpaßfilterung vonfH(x, y) entlang der y-Werte mit anschließendem
Downsampling um zwei (Anwendung vonφ(y)). Es entsteht durch An-
wendung des Waveletsψ2 auf f(x, y) das Bild fHT (x, y): Dies sind die
Waveletkoeffizientenw2.

• Hochpaßfilterung vonfH(x, y) entlang der y-Werte mit anschließendem
Downsampling um zwei (Anwendung vonψ(y)). Es entsteht durch An-
wendung des Waveletsψ3 auf f(x, y) das Bild fHH(x, y): Dies sind die
Waveletkoeffizientenw3.

Das Downsampling um zwei erfolgt einfach durch Weglassen jeder zweiten Zeile
bzw. Spalte.

Es ist bei diesem Verfahren egal, ob erst ein Downsampling durchgef¨uhrt und
dann gefiltert wird oder umgekehrt; ebenso kann man die Reihenfolge der Be-
rechnung ¨andern: statt zuerst die x-Werte zu behandeln, kann man auch erst in
y-Richtung downsamplen und filtern und anschließend in x-Richtung.

In Abbildung 3.5 sind f¨ur einige Schritte die Zwischenergebnisse dargestellt,
die bei der Durchf¨uhrung des Algorithmus entstehen. Dabei befindet sich im lin-
ken oberen Eck jeweils das Originalbild in einer im Vergleich zum vorhergehen-
den Schritt um den Faktor Vier geringeren Aufl¨osung. Der Rest sind die Wave-
letkoeffizienten, wobei das Teilbild rechts obenfTH entspricht, das Teilbild links
untenfHT und das Teilbild rechts untenfHH .
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fT(x,y)

2 entlang xH(x)

2 entlang yH(y)

2 entlang yG(y)

G(x) 2 entlang x

f(x,y)

fH(x,y)

fTT(x,y)

fTH(x,y)

2 entlang yH(y)

2 entlang yG(y)

fHT(x,y)

fHH(x,y)

Abbildung 3.4: Der Algorithmus f¨ur die zweidimensionale schnelle Wavelet-
Transformation (ein Schritt)



48 Die diskrete Wavelet-Transformation

            

(a) Originalbild

            

(b) 1. Schritt            

(c) 2. Schritt

            

(d) 3. Schritt

Abbildung 3.5: Mehrere Schritte bei der Transformation eines Bildes
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Die inverse Transformation wird nun genau wie im eindimensionalen Fall ein-
fach umgekehrt durchgef¨uhrt (siehe Abbildung 3.6):

• Man beginnt mit dem Upsampling der vier TeilefTT , fTH , fHT undfHH
entlang der y-Werte um den Faktor Zwei.

• Anschließend werden diese entlang der y-Werte gefiltert, wie es im vorhe-
rigen Kapitel bei der eindimensionalen Transformation beschrieben wurde.

• Es ergibt sich nunfT durch Addition der gefilterten TeilefTT undfTH ; fH
durch Addition der gefilterten TeilefHT undfHH .

• Nun erfolgt ein Upsampling vonfT sowiefH um zwei entlang der x-Werte.

• Durch Filterung und anschließender Addition der beiden Teile erh¨alt man
so wieder das Originalbild (bzw. den n¨achsth¨oheren Schritt).

f(x,y)

2 entlang y H(y)

2 entlang x H(x)

2 entlang x G(x)

2 entlang y G(y)

2 entlang y H(y)

2 entlang y G(y)

fT(x,y)

fTT(x,y)

fH(x,y)

fTH(x,y)

fHT(x,y)

fHH(x,y)

+

+

+

Abbildung 3.6: Der Algorithmus f¨ur die inverse zweidimensionale schnelle Wave-
let-Transformation (ein Schritt)
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3.5.3 Komplexität des Algorithmus

Ich möchte nun kurz auf den Rechenaufwand f¨ur die Durchführung der vorge-
stellten eindimensionalen schnellen Wavelet-Transformation eingehen. Das Ziel
dieses Kapitels ist es, auf einfache Weise plausibel zu machen, warum der Algo-
rithmus von Mallat eine Komplexit¨at vonO(N) hat, ohne ihn bis in jede Einzelheit
zu analysieren. F¨ur weiterführende Angaben, die sich allerdings nicht speziell auf
diesen Algorithmus beziehen, wird auf die Literatur [1], [15, Seite 130] verwie-
sen.

Es ist sehr bemerkenswert, daß die Berechnung der Waveletkoeffizienten f¨ur
eine diskrete Funktionf [i] (i = 1, . . . , N) nur linearenAufwand erfordert. Be-
merkenswert besonders deshalb, da die schnelle Wavelet-Transformation damit
besser abschneidet als die schnelle Fourier-Transformation, die ja bekannterma-
ßen eine Komplexit¨at vonO(N logN) hat.

Bei den folgenden Berechnungen wird davon ausgegangen, daß man eine dis-
krete Funktionf [i] bestehend ausN Werten (i = 1, . . . , N) vorliegen hat, f¨ur
die die Waveletkoeffizienten ermittelt werden sollen. Hierbei sollN eine Zwei-
erpotenz sein (N = 2n). Die Anzahl der in den MatrizenH undG verwendeten
Filterkoeffizientenhk bzw.gk wird mit j bezeichnet (alsok = 1, . . . , j).

Entsprechend Abbildung 3.2 geschieht die Berechnung der Waveletkoeffizi-
entenwl bzw. der Skalierungskoeffizientensl durch iterative Anwendung der Fal-
tungsmatrizenH undG auf die Skalierungskoeffizienten. Dazu sind bis zur Re-
duktion des Vektorssl auf ein einziges Element genaun Schritte nötig. Die Größe
der Matrizen nimmt dabei immer weiter ab, wie es bereits in 3.5.1 beschrieben
wurde.

Wichtig ist nun, daß die meisten Elemente der Matrizen null sind und da-
her keine vollst¨andigen Matrizenmultiplikationen durchgef¨uhrt werden m¨ussen;
die Matrizen dienen nur der einfacheren mathematischen Beschreibung des Vor-
gangs. Dies ist auch gut so, da pro Multiplikation einerN ×N-Matrix mit einem
N-elementigen Vektor prinzipiell ein Aufwand vonO(N2) nötig ist. In jeder Zei-
le von H bzw. G gibt esj Elemente, die von null verschieden sind (eben die
Filterkoeffizienten).

Berücksichtigt man bei der Berechnung des Produkts aus Matrix und Vektor
nur diese von null verschiedenen Elemente, so ergibt sich f¨ur die Multiplikation
einerN

2
×N-Matrix mit einemN-elementigem Vektor folgender Aufwand:

• j Multiplikationen pro Zeile der Matrix⇒
• bei N

2
ZeilenjN

2
Multiplikationen

Der Aufwand für die Additionen soll hier nicht weiter betrachtet werden, man
erkennt aber leicht, daß f¨ur die obige Matrizenmultiplikation(j−1)N

2
Additionen

nötig sind.
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Der gerade errechnete Wert f¨ur die Anzahl der Multiplikationen ergibt sich f¨ur
den ersten Schritt des Algorithmus. F¨uhrt man ihn bis zum Ende durch, so ergibt
sich insgesamt f¨ur den Aufwand der Berechnung der Skalierungskoeffizienten35:

j
N

2
+ j

N

4
+ j

N

8
+ · · ·+ j

N

2n
=

jN

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n

) (3.48)

Für n → ∞ ergibt sich für den Ausdruck in Klammern eine unendliche Reihe,
welche gegen eins konvergiert:

∞∑
v=1

1

2v
= 1 (3.49)

Wie man sieht, ergibt sich also ein Aufwand vonO(jN).

Berücksichtigt man nun noch, daß pro Schritt nicht nur eine, sondern zwei Ma-
trizenmultiplikationen durchzuf¨uhren sind, so muß der eben berechnete Aufwand
noch mit dem Faktor Zwei multipliziert werden und man erh¨altO(2jN).

Da 2j ein konstanter Faktor ist, giltO(2jN) = O(N). An diesem Ergeb-
nis ändert auch eine Einbeziehung der ben¨otigten Additionen in die Berechnung
nichts, da ja nur lineare Summanden auftreten.

3.6 Biorthogonale Wavelets

Bisher wurde ausschließlich mit orthogonalen Wavelets und Skalierungsfunktio-
nen gearbeitet; nun soll kurz auf die Verwendung vonbiorthogonalenWavelets
eingegangen werden, da diese in der Bildkompression des ¨ofteren Verwendung
finden36.

Es soll hier nur die Anwendung solcher Wavelets erl¨autert werden; genaueres
findet sich in der Literatur37.

Der prinzipielle Unterschied zwischen orthogonalen und biorthogonalen
Wavelets bei der Durchf¨uhrung der diskreten Wavelet-Transformation ist schnell
erklärt: Im orthogonalen Fall verwendet man f¨ur die Transformation die gleichen
Hoch- und Tiefpaßfilterkoeffizienten wie f¨ur die Rekonstruktion, also eine ortho-
gonale Basis bestehend aus einem Basiswavelet. Im biorthogonalen Fall dage-
gen wird für die Transformation ein anderes Basiswavelet verwendet als f¨ur die
Rekonstruktion, man ben¨otigt also insgesamt zwei Hoch- und zwei Tiefpaßfilter.
Dieser Zusammenhang ist auch in Abbildung 3.7 illustriert.

35d.h. es werden zun¨achst nur die Anwendungen der MatrixH berücksichtigt
36z. B. im FBI Standard zur Wavelet-Bildkompression; siehe hierzu Kapitel 4.3
37siehe [4, Seite 259ff.], [7, Seite 66ff.], [15, Seite 178ff.] sowie [19, Seite 271ff.]
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Biorthogonal bedeutet hierbei: das eine Waveletψ(x) ist dual zum anderen
Waveletψ̃(x) und ihre Dilatationen und Translationen bilden eine duale Basis
[4], es gilt also:

〈ψj,k, ψ̃l,m〉 = δj,lδk,m (3.50)

und
f =

∑
j,k

〈f, ψj,k〉ψ̃j,k =
∑
j,k

〈f, ψ̃j,k〉ψj,k (3.51)

2 2

22H

G

H

G

~

~

ff

Abbildung 3.7: Transformation und Rekonstruktion unter Verwendung biorthogo-
naler Wavelets (ein Transformationsschritt)

Man erhält also bez¨uglich der Multiskalen-Analyse nicht nur einen RaumVi,
sondern zwei R¨aumeVi und Ṽi mit den zugeh¨origen Waveletr¨aumenWi sowie
W̃i, wobei jetzt aber nicht mehr automatischWi ⊥ Vi gilt, sondern aufgrund der
BiorthogonalitätWi ⊥ Ṽi undW̃i ⊥ Vi [4, 7].

Zu beachten ist weiterhin, daß sich wegen der Biorthogonalit¨at die Beziehung
zwischen den Hoch- und Tiefpaßfiltern ¨andert38:

gk = (−1)kh̃1−k
g̃k = (−1)kh1−k

(3.52)

Der Vorteil biorthogonaler Wavelets gegen¨uber orthogonalen liegt vor allem
darin, daß gewisse Restriktionen, die einem durch Wahl einer orthogonalen Wa-
veletbasis auferlegt werden, aufgehoben werden, insbesondere:

• die Transformation mit symmetrischen Wavelets mit kompaktem Tr¨ager
wird möglich: bis auf das Haar-Wavelet ist kein Wavelet mit kompaktem
Träger, welches eine orthogonale Basis bildet, symmetrisch. Bei Verwen-
dung von symmetrischen Wavelets, sowohl zur Transformation als auch
für die inverse Transformation, w¨are keine exakte Rekonstruktion m¨oglich.
Symmetrie ist aber gerade in der Bildkompression w¨unschenswert. Quanti-
sierungsfehler im Bereich von Kanten in Bildern st¨oren den optischen Ein-
druck eines Menschen n¨amlich mehr, wenn diese Fehler asymmetrisch um

38Diese Gleichung ist eine Verallgemeinerung von 3.25
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die Kante verteilt sind als wenn sie symmetrisch sind. Das bedeutet, durch
Verwendung von symmetrischen Wavelets kann man eine grobere Quan-
tisierung durchf¨uhren und so die Kompressionsrate erh¨ohen ohne daß die
Bildqualität darunter leiden w¨urde [4].

• Wavelets, die eine orthogonale Basis bilden sind wesentlich schwieriger zu
konstruieren als biorthogonale [7].

Trotz der genannten Vorteile ist es nicht einfach m¨oglich, in einer Implemen-
tierung die zur Transformation und inversen Transformation verwendeten Filter in
der beschriebenen Weise auszutauschen, damit alles funktioniert. Dies ist schon
wegen der meist unterschiedlichen Anzahl der Filterkoeffizienten nicht m¨oglich.
Da mir auch keine genaueren Angaben vorlagen, wie eine Implementierung aus-
sehen muß, k¨onnen in dem in Kapitel 5 vorgestellten Programm leider keine bior-
thogonalen Wavelets verwendet werden.
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Kapitel 4

Wavelets in der Bildkompression

In den vorangegangenen Kapiteln wurde die Grundlage zur Kompression von Bil-
dern mittels der Wavelet-Transformation gelegt. Nun soll erl¨autert werden, wie
die genaue Vorgehensweise aussieht und welche Eigenschaften ein Basiswavelet
haben sollte, damit es f¨ur die geforderte Anwendung gut geeignet ist.

4.1 Vorgehensweise bei der Transformationscodie-
rung von Bildern

Bei der verlustbehafteten Kompression von Bildern will man hohe Kompressions-
raten durch geschicktes weglassen von Information erreichen, wobei im kompri-
mierten Bild so wenig Ver¨anderung wie m¨oglich sichtbar sein sollen, am besten
natürlich gar keine. Die verlustbehaftete Bildkompression wird im allgemeinen
durch Transformation eines Bildes in einen Frequenzraum erm¨oglicht; bestes Bei-
spiel hierfür ist das wohl allseits bekannte JPEG-Format. Bei diesem wird eine
diskrete Cosinustransformation1 (DCT) durchgef¨uhrt an die sich noch weitere
Verarbeitungsschritte anschließen, die prinzipiell die gleichen sind wie bei der
hier verwendeten diskreten Wavelet-Transformation.

Folgende Schritte sind bei der Transformationscodierung n¨otig:

• Transformation des Originalbildes

• Quantisierung der Transformationskoeffizienten

• Entropiecodierung

Bei der Dekomprimierung eines auf diese Weise gespeicherten Bildes werden die
genannten Schritte in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen. Dabei entstehen rein

1es ist mit JPEG auch eine verlustfreie Kompression m¨oglich; dann wird allerdingskeineDCT
verwendet
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theoretisch nur bei der Quantisierung nicht mehr r¨uckgängig zu machende Ver-
luste, das heißt wenn keine Quantisierung vorgenommen wird, kann man, abge-
sehen von den durch endliche Zahlendarstellung und endliche Daten entstehen-
den Fehlern, das Bild exakt rekonstruieren. Bei der Dekomprimierung k¨onnen die
Quantisierungsverluste nat¨urlich nicht wiederhergestellt werden, weshalb dieser
Schritt bei der Dekomprimierung auch entf¨allt. Es existieren aber kompliziertere
Verfahren, wie z. B. die Vektorquantisierung [7, 19], wo evtl. noch ein Verarbei-
tungsschritt n¨otig ist. Das beschriebene Verfahren ist in Abbildung 4.1 zu sehen.
Genaueres folgt in den n¨achsten Kapiteln.

Transformation

Inverse
Transformation

Quantisierung

Decodierung

Entropie-
codierung

Komprimierung

Dekomprimierung

Abbildung 4.1: Bildkompression mittels Transformationscodierung

4.1.1 Transformation

In diesem Schritt wird das Bild mit Hilfe einer geeigneten Transformation in ei-
ne andere Darstellung umgewandelt, wobei bei JPEG eine DCT verwendet wird,
während wir uns hier mit der Wavelet-Transformation befassen. Es existieren
natürlich auch noch diverse andere Transformationsarten, wie z. B. die Walsh-
Transformation oder die Karhunen-Lo´eve-Transformation; auf diese soll hier aber
nicht näher eingegangen werden.

Das Ziel einer Transformation ist es, die Bildpunkte zu dekorrelieren; dadurch
entstehen dann im Transformationsraum viele Werte, die ungef¨ahr null sind, wo-
mit eine kompakte Speicherung m¨oglich wird. Eine für die Bildkompression gut
geeignete Transformation sollte folgende Eigenschaften haben2:

1. Unabhängigkeit von den zu transformierenden Daten.

2siehe auch [7, Seite 109]
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2. es gibt einen schnellen Algorithmus um die Transformationskoeffizienten
zu berechnen, also einen mit AufwandO(n) oderO(n logn).

3. eine Dekorrelation der Daten soll auch mit großen Datenmengen noch
möglich sein.

Die erste Eigenschaft wird z. B. von der Karhunen-Lo´eve-Transformation nicht
erfüllt; die Vorgehensweise bei der Transformation ist abh¨angig von den verwen-
deten Daten. Die schnelle Fourier-Transformation bzw. die bei JPEG verwendete
DCT erfüllen die ersten beiden Eigenschaften, aber nicht immer die letzte, wes-
halb JPEG auch eine auf8 × 8-Matrizen basierende DCT verwendet. Der tiefere
Grund hierfür liegt in den Basisfunktionen, die zwar im Frequenzraum lokal sind,
im Ortsbereich hingegen ¨uberhaupt nicht; durch die genannte Beschr¨ankung auf
einen8×8-Punkte großen Bereich wird diese Lokalit¨at künstlich erzeugt, wodurch
aber auch die f¨ur JPEG typischen Blockeffekte bei hohen Kompressionsraten ent-
stehen.

Die hier verwendete Wavelet-Transformation erf¨ullt dagegen alle drei Eigen-
schaften, ohne daß eine Anpassung wie bei der Fourier-Transformation vorge-
nommen werden muß. Im Transformationsschritt wird also einfach eine schnelle
Wavelet-Transformation mit dem gew¨ahlten Basiswavelet durchgef¨uhrt.

4.1.2 Quantisierung

Auf die Transformation eines Bildes folgt die Quantisierung der entstandenen
Transformationskoeffizienten. Dieser Schritt ist prinzipiell unabh¨angig von der
Art der verwendeten Transformation, obwohl bei fortgeschrittenen Quantisie-
rungsverfahren durchaus auf die Zusammenh¨ange der Koeffizienten untereinander
geachtet wird.

Eine Quantisierung ist schon allein deshalb n¨otig, da bei der Transformation
nahezu alle denkbaren Werte in Form von Fließkommazahlen entstehen k¨onnen.
Das Mindeste was man also tun sollte ist das Runden dieser reellen Zahlen auf
ganze Zahlen, damit man beim Speichern nicht zu viel Platz verschwendet. Wie
man bereits bei dieser sehr einfachen Art der Quantisierung sehen kann, ist dieser
Schritt irreversibel. Alle Verluste, die bei einem Verfahren zur Bildkompression
mittels Transformationen entstehen, kommen prinzipiell nur bei der Quantisie-
rung zustande3. Aus diesem Grund hat die Quantisierung auch großen Einfluß
auf die Bildqualität: Je grober man quantisiert, desto h¨oher wird die erreichbare
Kompressionsrate und desto schlechter wird die Bildqualit¨at.

Es muß hierbei zwischen der Art der Quantisierung (linear, nichtlinear) sowie
der Art der Daten, mit denen der Quantisierer operiert (Skalare oder Vektoren)4

unterschieden werden.
3wenn man von Rundungsfehlern durch begrenzte Stellenzahl sowie Verlusten durch eine be-

grenzte Anzahl an Daten absieht
4siehe auch [19, Seite 376ff. und 415ff.]
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Nun soll zuerst auf die skalare Quantisierung eingegangen werden:

lineare Quantisierung Die skalare lineare Quantisierung5 ist die einfachste und
auch am h¨aufigsten verwendete Art der Quantisierung. Bei anschließender
Entropiecodierung, wie sie ja meist durchgef¨uhrt wird, ist sie auch nahezu
optimal [19]. Man unterteilt hierbei den durch die Koeffizienten vorgegebe-
nen Wertebereich in2n gleich große Intervalle, die sogenanntenBins. Alle
in einem Intervall liegenden Werte werden dann auf die Mitte des Intervalls
abgebildet, wodurch man nach der Quantisierung nur noch2n verschiedene
Werte hat. Zur Speicherung sind dannn Bit nötig.

Dasjenige Intervall, in dem der Wert Null liegt, spielt dabei allerdings ei-
ne besondere Rolle: erstens wird es um die Null herum zentriert und alle
anderen Intervalle schließen sich dann links und rechts davon an; zweitens
kann das Nullintervall als einziges gr¨oßer sein als die anderen (i.a. doppelt
so groß). Diese Sonderrolle liegt bereits in der Transformation begr¨undet:
Es sollen ja bereits hier sehr viele Werte entstehen, die gleich null sind oder
doch nahe bei null liegen. Alle entstandenen Nullen werden ja nach der
Quantisierung einer Laufl¨angencodierung unterzogen, weshalb sich viele
Nullkoeffizienten g¨unstig auf die Kompressionsrate auswirken ohne jedoch
die Bildqualität zu sehr zu beeintr¨achtigen. Die Vorgehensweise bei der li-
nearen Quantisierung ist in Abbildung 4.2 nochmals dargestellt.

nichtlineare Quantisierung Bei der nichtlinearen Quantisierung ist die Vorge-
hensweise prinzipiell die gleiche wie bei der linearen, wobei sich nun aber
die Breite der Bins ¨andert und nicht gleich bleibt. DiesëAnderung der Inter-
vallgröße hat den Vorteil, daß man in Bereichen, in denen das menschliche
Auge empfindlicher ist, feiner quantisieren kann als in weniger empfindli-
chen Bereichen. Auch eine Anpassung an die Verteilung der Koeffizienten
ist möglich: liegen diese nahe zusammen, so wird das Intervall kleiner; lie-
gen die Werte weit auseinander, so kann das Intervall gr¨oßer werden.

Ein optimaler Quantisierer ist der nichtlineare Lloyd-Max-Quantisierer, der
an die Verteilung der Koeffizienten angepaßt wird. Er minimiert die Varianz
des Quantisierungsfehlers. Zur exakten Quantisierung muß dann allerdings
auch die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Koeffizienten bekannt sein. Ei-
ne Implementierung ist daher auch um einiges aufwendiger als bei einem
linearen Quantisierer.

Der Unterschied zwischen skalaren und Vektorquantisierern liegt in der Art,
wie die Daten behandelt werden: ein skalarer Quantisierer verarbeitet einzelne
Werte, die im Normalfall auf die Mitte eines Quantisierungsintervalls abgebildet
werden. Ein Vektorquantisierer hingegen faßt mehrere Werte zu einem Vektor zu-
sammen und bildet diese auf einen neuen Wert ab. Hierzu m¨ussen dann nat¨urlich

5im englischen auch alsuniform quantizersbezeichnet
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Abbildung 4.2: Lineare Quantisierung

Koeffizienten verwendet werden, die miteinander in Zusammenhang stehen. Dies
ist z. B. der Fall, wenn man die bei der schnellen Wavelet-Transformation entste-
henden Frequenzb¨ander betrachtet. Diese sind untereinander nat¨urlich korreliert:
eine horizontale Kante in einem Band tritt beispielsweise immer im tiefpaßge-
filterten Bild auf und außerdem in jedem Band, welches in vertikaler Richtung
hochpaßgefiltert wurde. Vektorquantisierer sind nicht ganz einfach zu handhaben,
und man sollte sich daher ¨uberlegen, ob das Ergebnis den Implementierungsauf-
wand rechtfertigt.

Da in dem in dieser Arbeit vorgestellten Programm nur skalare lineare Quan-
tisierung verwendet wird, m¨ochte ich nun auch nicht weiter auf die Vektorquanti-
sierung eingehen und den Leser statt dessen auf die Literatur verweisen [19].

Es folgen noch einige Anmerkungen, die sich speziell auf die Quantisierung
der bei der schnellen Wavelet-Transformation entstehenden Koeffizienten bezie-
hen:

• die Bänder mit den h¨ochsten Frequenzen k¨onnen meist ohne große Verluste
auf null gesetzt werden; dies trifft speziell auf das im ersten Schritt sowohl
in vertikaler als auch in horizontaler Richtung hochpaßgefilterte Bild zu.

• Oft ist es sinnvoll, die in verschiedenen Transformationsschritten entstan-
denen Koeffizienten getrennt zu quantisieren, da die Werte hier in etwa im
gleichen Größenbereich liegen. Die Quantisierung wird dann letztendlich
feiner.

4.1.3 Entropiecodierung

Die Entropiecodierung ist der letzte Schritt bei der Transformationscodierung von
Bildern. Die quantisierten Transformationskoeffizienten sollen ja mit m¨oglichst
wenig Platzbedarf gespeichert werden. In der Bildkompression werden hierzu oft
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zwei Standardverfahren verwendet, die hintereinandergeschaltet werden. Zuerst
werden die Koeffizientenlauflängencodiert; die so entstandenen neuen Symbole
unterzieht man dann noch einerHuffman-Codierung. Selbstverst¨andlich existieren
noch andere Verfahren, die meist wesentlich komplizierter sind als die hier vor-
gestellten. Dazu m¨ochte ich auf ein Verfahren hinweisen, welches speziell auf die
Codierung der bei der schnellen Wavelet-Transformation entstehenden Teilb¨ander
zugeschnitten ist: derEZW-Algorithmus6. Eine genaue Beschreibung dieses Al-
gorithmus würde an dieser Stelle allerdings zu weit f¨uhren; er ist inWavelets and
Subband Coding[19] genauer erl¨autert.

Nun zu den beiden Techniken, die besonders verbreitet sind:

Lauflängencodierung Die Lauflängencodierung7 ist in vielen Büchern zur digi-
talen Bildverarbeitung beschrieben [2, 8], da sie ein einfaches und doch wir-
kungsvolles Verfahren zur Verringerung der Redundanz ist. Hierzu werden
k aufeinanderfolgende Koeffizienten gleichen Wertes (W ) zu einem Tupel
(W, k) zusammengefaßt. Man bezeichnetk dann alsLauflänge. Wie man
sieht, ist dieses Verfahren besonders effizient, wenn man sehr große Berei-
che hat, die den gleichen Wert haben. Dies wurde ja auch bei den voran-
gegangenen Schritten Transformation und Quantisierung ber¨ucksichtigt: es
sollten dabei unter anderem m¨oglichst viele Nullkoeffizienten entstehen.

Das Verfahren ist nat¨urlich nicht mehr effizient, wenn jeder Koeffizient
einen anderen Wert hat. Dies ist bei den Koeffizienten der Wavelet-Trans-
formation dann der Fall, wenn diese nicht null sind; solche treten meist
nur einzeln auf. Daher werden auch oftmals nur diejenigen Koeffizienten
lauflängencodiert, die den Wert Null haben, w¨ahrend die anderen auf nor-
male Weise gespeichert werden.

Huffman-Codierung Die Huffman-Codierung wird oft anschließend an eine
Lauflängencodierung durchgef¨uhrt. Man erreicht dadurch minimale Redun-
danz mit Codew¨ortern variabler L¨ange. Auf dieses Verfahren soll hier nicht
weiter eingegangen werden, da es nicht auf Anwendungen in der Bildverar-
beitung beschr¨ankt ist und in vielen B¨uchern bereits ausf¨uhrlich beschrieben
wurde [9, 19].

4.2 Eigenschaften von Wavelets f ¨ur die Bildkom-
pression

Bei der Wavelet-Transformation hat man im Gegensatz zur Fourier-Transforma-
tion nicht nur eine Basisfunktion, sondern es existieren vielmehr sehr viele ver-

6EmbeddedZero-treeWavelet
7engl.:RunLengthEncoding (RLE)
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schiedene Basiswavelets, welche auch sehr unterschiedliche Eigenschaften besit-
zen. An dieser Stelle soll nun kurz erl¨autert werden, welche dieser Eigenschaften8

ein Wavelet besitzen sollte, damit man bei der Kompression gute Ergebnisse er-
zielt9.

Kompakter Tr äger Diese Eigenschaft ist f¨ur die Berechnung der diskreten
Wavelet-Transformation sehr wichtig, da nur bei Wavelets mit kompaktem
Träger die Filter eine endliche Anzahl an Koeffizienten haben. Man kann
zwar auch andere Wavelets verwenden, wobei diese dann aber durch eine
endliche Zahl von Filterkoeffizienten angen¨ahert werden m¨ussen. Damit ist
dann nat¨urlich keine exakte Rekonstruktion mehr m¨oglich.

Glattheit Je glatter ein Wavelet ist, desto besser ist die Lokalit¨at der Filter im Fre-
quenzbereich. Außerdem sind durch Quantisierung der Transformationsko-
effizienten entstehende Fehler umso besser erkennbar, je weniger glatt das
verwendete Wavelet ist; dies gilt insbesondere f¨ur das Nullsetzen von Ko-
effizienten.

Anzahl der verschwindenden MomenteJe mehr verschwindende Momente ein
Wavelet hat, desto kleiner werden die Koeffizienten in Bereichen eines Bil-
des, wo dieses glatt ist; in nicht glatten Bildbereichen hingegen werden
die Koeffizienten gr¨oßer. Für die Verwendung von biorthogonalen Wavelets
gilt: Es besteht eine Verbindung zwischen der Glattheit des Wavelets und
der Anzahl der verschwindenden Momente des zugeh¨origen dualen Wave-
lets.

Filterl änge Prinzipiell sind Filter mit wenigen Koeffizienten schon aus Gr¨unden
der Rechenzeit zu bevorzugen. Man muß allerdings einen Kompromiß fin-
den zwischen Filterl¨ange und Anzahl der verschwindenden Momente sowie
Glattheit des Wavelets, da diese mit zunehmender Filterl¨ange ebenfalls zu-
nehmen.

4.3 Anwendungen der Wavelet-Bildkompression in
der Praxis

Obwohl für die Kompression von Bildern mit Wavelets noch kein standardisiertes
Dateiformat existiert, wie es mit JPEG f¨ur die DCT der Fall ist, wird es bereits in
vielen Fällen verwendet, da man gegen¨uber JPEG einige Vorteile hat. Diese liegen
vor allem in der Möglichkeit auch k¨unstliche Bilder wie technische Zeichnungen

8siehe auch [7, Seite 112f.] sowie [19, Seite 265ff., Seite 412ff.]
9damit also m¨oglichst viele Koeffizienten entstehen, die den Wert Null haben
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oder, wie es beim FBI10 der Fall ist, Fingerabdr¨ucke mit hohen Kompressionsraten
in guter Bildqualität zu speichern. JPEG ist hierzu praktisch nicht geeignet.

Wavelet-Bildkompression wird bereits in folgenden Bereichen eingesetzt:

• beim FBI zur effizienten Speicherung von Fingerabdr¨ucken,

• bei derÜbertragung von Bildern im Internet mit Hilfe eines Netscape-Plug-
Ins und

• als Ersatz f¨ur M-JPEG11 bzw. MPEG12 zur Kompression von Filmen bei
Videoschnittsystemen

Es gibt auch bereits einige Firmen, welche Software zur Bildkompression mit
Wavelets anbieten.

Ich möchte nun kurz auf den sogenannten FBI WSQ13 Standard zur Kompres-
sion von Fingerabdr¨ucken eingehen [11]. Das FBI begann mit dem Sammeln von
Fingerabdr¨ucken im Jahr 1924. Alle Abdr¨ucke werden seit dieser Zeit mit Tin-
te auf Papierkarten gemacht, wobei jede dieser Karten nicht nur einen Abdruck
enthält, sondern insgesamt 14: von jedem Finger einen der durch Abrollen der Fin-
ger entsteht; zus¨atzlich von jedem Daumen sowie von der kompletten linken und
rechten Hand jeweils einen flachen Abdruck. Seitdem haben sich ¨uber 200 Millio-
nen dieser Karten angesammelt, womit das Auffinden eines bestimmten Abdrucks
nicht leicht war. Auch die schnellëUbertragung von einem Ort zum anderen war
unbefriedigend gel¨ost, da sie mit Hilfe von Faxger¨aten erfolgte, wobei nat¨urlich
die Qualität stark litt. Man mußte sich also eine M¨oglichkeit überlegen, die Un-
mengen an Daten digital zu speichern. Die hierf¨ur erforderliche Speicherkapa-
zität darf dabei nicht vernachl¨assigt werden: Da ein einzelner Abdruck mit einer
Auflösung von 500 dpi mit 256 Graustufen digitalisiert wird, entstehen durch eine
einzige Karte ungef¨ahr 10 MB Daten, womit man insgesamt auf eine Menge von
2000 Terabyte kommt.

Man wollte bei den Bildern verst¨andlicherweise m¨oglichst hohe Kompres-
sionsraten erreichen; mit verlustfreien Verfahren k¨ame man dabei auf Kompres-
sionsraten von ca. 2:1, weshalb auch verlustbehaftete Kompressionsverfahren in
Betracht gezogen wurden, sofern dadurch keine sichtbaren Qualit¨atsverluste ent-
stehen. Dadurch kam JPEG nicht mehr in Frage, da es f¨ur Bilder mit den Cha-
rakteristiken von Fingerabdr¨ucken nicht gerade gut geeignet ist. Nach einigen
Testreihen kam man zu dem Schluß, daß sich mit einem auf Wavelets basierenden
Verfahren Kompressionsraten von 15:1 ohne große Verluste erreichen lassen.

10Federal Bureau of Investigation
11Motion-JPEG
12MotionPictureExpertsGroup
13FBI Wavelet/Scalar Quantization
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Nun kurz zur Durchf¨uhrung der Codierung eines Bildes. Der FBI-Standard
erlaubt die Verwendung von biorthogonalen Wavelets mit Filterl¨angen bis zur
Größe 32. Tats¨achlich angewandt werden zur Zeit symmetrische biorthogonale
Wavelets mit Filtergr¨oßen neun (Tiefpaß) und sieben (Hochpaß)14. Bei der Trans-
formation wird allerdings nicht die hier vorgestellte Zerlegung eines Bildes in
vier Frequenzb¨ander verwendet (bei jedem Schritt); vielmehr werden diese noch
weiter aufgeteilt, um eine genauere Quantisierung zu erm¨oglichen: bei hohen Fre-
quenzen ist die Unterteilung grober als bei tiefen Frequenzen. Zur Reduktion der
Daten wird dann angenommen, daß die B¨ander mit den h¨ochsten Frequenzen15

alle null sind; diese werden weder berechnet noch ¨ubertragen.
Das Problem der Anpassung der Daten wegen der sonst entstehenden Artefak-

te an den R¨andern wurde hier mittels eines Verfahren gel¨ost, welches unter dem
NamenSET16 bekannt ist. Dabei werden die Daten an den R¨andern auf eine be-
sondere Weise symmetrisch erweitert, die es erlaubt, eine verlustfreie Transforma-
tion durchzuführen und trotzdem nur soviele Koeffizienten ¨ubertragen zu m¨ussen,
wie das Bild Pixel besitzt. Zus¨atzlich wird auch die Beschr¨ankung auf Bilder der
Größe2n aufgehoben; es k¨onnen ohne weitere Probleme Bilder jeglicher Gr¨oße
verwendet werden.

Eine genauere Beschreibung (oder auch Implementierung) dieser Art der Da-
tenanpassung ist leider aufgrund fehlender Literatur nicht m¨oglich.

Die Quantisierung erfolgt f¨ur jedes Frequenzband getrennt, wobei eine ein-
fache lineare Quantisierung durchgef¨uhrt wird. Die Breite des Intervalls um null
kann dabei von der Breite der restlichen Intervalle verschieden sein. Beide Inter-
vallgrößen müssen für jedes der B¨anderübertragen werden, da sie f¨ur jedes Bild
neu bestimmt werden.

An die Quantisierung schließt sich eine Huffman-Codierung an, wobei die
Nullen vorher noch laufl¨angencodiert werden. Die Huffman-Codierung wurde
stark an diejenige angelehnt, wie sie auch bei JPEG Verwendung findet. Die Ta-
belle der Huffman-Symbole findet sich in [11].

Es existieren außer der Bildkompression auch noch viele andere Anwendun-
gen, bei denen Wavelets bereits eingesetzt werden; ich m¨ochte hier nur eine kleine
Auswahl aufzählen:

• Kantendetektion in Bildern bei der Mustererkennung.

• Optische Verbesserung von Bildern durch Entfernen von Rauschen; der Ein-
satzbereich geht hierbei bis hin zur Nachbearbeitung von Satellitenbildern
und astronomischen Aufnahmen.

14die Filterkoeffizienten sind in [11] zu finden
15bei dem in Kapitel 3.5.2 vorgestellten Verfahren entspricht das dem Teil der Koeffizienten,

der durch zweimalige Hochpaßfilterung entstanden ist
16SymmetricExtensionTransform
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• Lösen von partiellen Differentialgleichungen.

• Analyse von Fraktalen.

• Analyse von Signalen.

4.4 Erweiterung auf Kompression von Farbbildern

In dieser Diplomarbeit wurde sowohl bei der Beschreibung der Algorithmen
zur Wavelet-Transformation als auch bei der Implementierung (siehe Kapitel 5)
von Graustufenbildern ausgegangen; dies ist zur Verdeutlichung der prinzipiellen
Funktionsweise der Bildkompression mit Wavelets auch v¨ollig ausreichend. Da
aber in der praktischen Anwendung h¨aufig Echtfarbbilder17 zu verarbeiten sind,
möchte ich kurz erl¨autern, wie diese behandelt werden m¨ussen.

Obwohl es durchaus m¨oglich wäre im RGB-Format vorliegende Bitmaps so zu
behandeln, als w¨aren es drei Graustufenbilder, ist dies nicht gerade die g¨unstig-
ste Vorgehensweise. Der Grund hierf¨ur ist, daß man bei Umrechnung des RGB-
Wertes eines Pixels in ein anderes, f¨ur die Bildkompression besser geeignetes,
Farbsystem bereits vor der eigentlichen Transformation eine Datenreduktion vor-
nehmen kann, wodurch schon an dieser Stelle ein Kompressionseffekt entsteht.
Hierfür ist es notwendig ein Farbsystem zu verwenden, welches eine Farbe nicht
als RGB-Wert (drei Farbinformationen) darstellt, sondern getrennt als Helligkeits-
und Farbsignale (Luminanz und Chrominanz).

Diese Trennung von Helligkeitsinformation und Farbe eines Bildpunktes hat
folgenden Vorteil: Da das menschliche Auge Helligkeitsunterschiede zwischen
zwei Bildpunkten wesentlich besser wahrnimmt als Farbunterschiede, kann man
hier durch weglassen von Farbinformation eine (nat¨urlich verlustbehaftete) Kom-
pression erreichen.

Zunächst aber einige Worte zum verwendeten Farbsystem: YUV. In diesem
System wird ein Farbwert, genau wie bei RGB, mit drei Werten angegeben; einem
Helligkeitswert (Y) und zwei Farbwerten (U und V). Diese lassen sich aus den
RGB-Werten wie folgt berechnen18:


Y

U
V


 =


 0, 299 0, 587 0, 114
−0, 147 −0, 289 0, 436
0, 615 −0, 515 −0, 100


 ·


R

G
B


 (4.1)

Die Farbwerte U bzw. V sind also (gewichtete) Differenzsignale aus dem Blau-

17also Bilder mit einer Farbtiefe von 24 Bit: je ein Byte f¨ur den Rot-, Gr¨un- und Blauwert eines
Pixels (RGB-Format)

18vgl. [17]
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bzw. Rotwert und dem Helligkeitssignal Y:

U = 0, 493 · (B − Y)

V = 0, 877 · (R− Y)
(4.2)

Die Umrechnung von YUV nach RGB ist ebenso m¨oglich:
R

G
B


 =


1, 000 0, 000 1, 140

1, 000 −0, 396 −0, 581
1, 000 2, 029 0, 000


 ·


Y

U
V


 (4.3)

Nach der Umrechnung der RGB-Werte aller Bildpunkte erh¨alt man die YUV-
Darstellung, wobei bis auf Rundungsfehler (man will ja f¨ur jeden der drei Werte
nur ein Byte benutzen) keine Verluste auftreten. Jetzt wird eine Reduktion der
Daten vorgenommen. Man beh¨alt für jeden Pixel das Helligkeitssignal Y bei,
die Farbinformationen U und V dagegen werden nur f¨ur jeden vierten Bildpunkt
gespeichert (bzw. der Mittelwert aus vier Punkten). Dies wird auch als 4:1:1-
Subsampling bezeichnet. Durch diese Vorgehensweise muß man an Stelle von
12 Byte für vier Pixel nur noch sechs Byte speichern, das heißt, man erh¨alt allein
dadurch einen Kompressionsfaktor von 2:1 ohne entscheidenden Qualit¨atsverlust.
Dieses Verfahren ist nat¨urlich nicht auf waveletkomprimierte Bilder beschr¨ankt;
es kann bei jedem verlustbehafteten Kompressionsverfahren verwendet werden
und wird unter anderem auch bei JPEG eingesetzt.
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Kapitel 5

Ein Programm zur
Wavelet-Bildkompression

Um die in den vorangegangenen Kapiteln beschriebenen Verfahren auch ein-
mal in der Praxis auszuprobieren und einige Auswertungen bez¨uglich der Lei-
stungsfähigkeit der Bildkompression mit Wavelets zu machen, wurde ein Pro-
gramm entwickelt, welches Graustufenbilder komprimieren kann. Die Entwick-
lung erfolgte unter Windows NT 4.0 mit Microsoft Visual C++ 4. Bevor ich aber
auf Details der Implementierung eingehe, m¨ochte ich zuerst den Leistungsumfang
des Programms erl¨autern und anschließend kurz auf dessen Bedienung eingehen.

5.1 Funktionsumfang des Programms

Das Programm hat folgende Merkmale:

• Lauffähig unter Windows NT 4.0 und Windows 95

• Kompression von Bildern im Bitmap-Format mit 256 Graustufen

• Anzeige der Transformationskoeffizienten

• Auswahl des verwendeten Wavelets aus einer umfangreichen Liste

• Vorgabe der Iterationstiefe f¨ur die schnelle Wavelet-Transformation

• Wahl der Art der Datenanpassung

• Verschiedene Arten der Quantisierung

• Anzeige von Daten ¨uber die Qualit¨at der durchgef¨uhrten Kompression so-
wie die dafür benötigte Rechenzeit

• Speicherung des komprimierten Bildes in einem eigenen Dateiformat
(WLT-Format)
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• Zeichnen des verwendeten Wavelets und der zugeh¨origen Skalierungsfunk-
tion

• Speichern der berechneten Funktionswerte in einem von MATLAB lesbaren
Dateiformat

• Speichern aller am Bildschirm angezeigten Bilder im Bitmap-Format

• Durchführung einer einfachen eindimensionalen Wavelet-Transformation
mit Anzeige der Transformationskoeffizienten

Ich möchte außerdem darauf hinweisen, daß keine Implementierung biortho-
gonaler Wavelets erfolgte, da ein einfacher Austausch der zur Transformation und
inversen Transformation verwendeten Filter nicht so einfach m¨oglich ist, wie es
in der Theorie aussieht.

An einigen Stellen in der Beschreibung ist dennoch von biorthogonalen Wave-
lets die Rede, da das Programm auf eine Erweiterung in dieser Hinsicht bereits
vorbereitet wurde.

5.2 Bedienung

In diesem Kapitel soll die Bedienung des Programms beschrieben werden. Da-
zu werden im ersten Teil des Kapitels zun¨achst alle verf¨ugbaren Men¨upunkte
erläutert. Im daran anschließenden Teil werde ich darauf eingehen, wie man genau
vorgehen muß, wenn man ein Bild komprimieren m¨ochte.
Es gelten folgende Konventionen:

• Der Name eines Men¨upunktes wird inFettdruck dargestellt

• Verschiedene Ebenen eines Men¨us werden durch Schr¨agstrich (/) getrennt,
also z. B.Datei/Öffnen

5.2.1 Menüpunkte

Abbildung 5.1 zeigt, wie sich das Programm nach dem Start und anschließendem
Laden eines Bildes1 präsentiert.
In der Menüleiste sind folgende Punkte verf¨ugbar:

Datei Hier befinden sich alle Men¨upunkte, die zum Laden und Speichern eines
Bildes nötig sind.

Bearbeiten Dieses Men¨u dient dem Einf¨ugen von Bildern aus und in die
Windows-Zwischenablage.

1mit dem MenüpunktDatei/Öffnen
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Abbildung 5.1: Das Programm nach dem Laden eines Bildes

1D-FWT Mit diesen Menüpunkten kann man einerseits das aktuelle Wavelet und
die dazugeh¨orende Skalierungsfunktion zeichnen lassen und andererseits
eine einfache eindimensionale Wavelet-Transformation durchf¨uhren.

2D-FWT Alle Operationen zum Komprimieren eines Bildes oder zum Anzeigen
der dabei entstehenden Transformationskoeffizienten befinden sich hier.

Einstellungen Zum Einstellen der Parameter f¨ur die Kompression benutzt man
dieses Men¨u.

Ansicht enthält Menüpunkte zum Ein- und Ausschalten von Symbol- und Status-
leiste.

Fenster Dies ist ein Standardmen¨u von Windows; es dient dem Anordnen von
Fenstern auf der Arbeitsoberfl¨ache.

? Dieser Menüpunkt enth¨alt den Aufruf für die Online-Hilfe

Die in diesen Men¨us enthaltenen Untermen¨us sollen nun genauer betrachtet wer-
den.
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5.2.1.1 Datei

Neu erstellt ein leeres Dokument. Dieser Men¨upunkt wird nur dann ben¨otigt,
wenn man entweder eine eindimensionale Wavelet-Transformation durch-
führen oder den Graphen eines Wavelets zeichnen lassen will (siehe
Menü 1D-FWT).

Öffnen dient zum Laden eines Bildes im Bitmap-Format oder im programmei-
genen WLT-Format2.

Schließen schließt das Fenster eines Dokuments.

Speichern unter Dieser Menüpunkt wird zum Speichern eines Fensterinhalts als
Bitmap oder eines komprimierten Bildes im WLT-Format verwendet. Al-
le angezeigten Grafiken k¨onnen auch als Bitmap gespeichert werden. F¨ur
den Ausdruck eines Wavelet- oder Skalierungsfunktionsgraphen in hoher
Qualität sollte allerdings statt dessen der PunktDatei/MATLAB Export
verwendet werden, sofern MATLAB zur Verf¨ugung steht.

Bei der Speicherung als komprimiertes Bild (*.WLT) wird nach der Spei-
cherung ein Informationsfenster ge¨offnet, welches den erreichten Kompres-
sionsgrad anzeigt.

MATLAB Export Mit Hilfe dieses Punktes kann ein Funktionsgraph in einem
von MATLAB lesbaren Format gespeichert werden. Dieser Punkt wurde
implementiert, da es mit MATLAB m¨oglich ist einen gezeichneten Graphen
im Encapsulatet-Postscript-Format (EPS) zu speichern, wodurch ein Aus-
druck in sehr hoher Qualit¨at erfolgen kann. Die hierf¨ur nötigen MATLAB-
Befehle sind im Anhang D abgedruckt.

Exportiert werden k¨onnen folgende Arten von Graphen:

• Wavelets (Men¨u 1D-FWT/Zeichne Wavelet),

• Skalierungsfunktionen (Men¨u 1D-FWT/Zeichne Skalierungsfunkti-
on),

• eindimensionale Funktionen (Men¨u 1D-FWT/Zeichne Funktion),

• Transformationskoeffizienten eindimensionaler Funktionen
(Menü 1D-FWT/Zeichne Waveletkoeffizienten) und

• rücktransformierte eindimensionale Funktionen (Men¨u 1D-FWT/
Zeichne rücktransformierte Funktion )

Beenden beendet das Programm.

2in diesem Format werden waveletkomprimierte Bilder gespeichert
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5.2.1.2 Bearbeiten

Kopieren Kopiert den Inhalt des aktuellen Fensters als Bitmap in die Windows-
Zwischenablage; von dort aus kann das Bild mit anderen Programmen wei-
terverarbeitet werden.

Einf ügen Fügt eine in der Zwischenablage enthaltene Bitmap in das aktuelle Fen-
ster ein. Dieser Befehl steht nur f¨ur zwei Arten von Fenstern zur Verf¨ugung:
dasjenige, welches ein gerade geladenes Bild enth¨alt und das Fenster, in
dem das Ergebnis einer Kompression angezeigt wird. Er ist nicht f¨ur Fenster
verfügbar, mit denen eine eindimensionale Transformation durchgef¨uhrt
wurde und für das Fenster, welches die Transformationskoeffizienten eines
Bildes anzeigt (Men¨upunkt2D-FWT/Anzeige der Koeffizienten).

5.2.1.3 1D-FWT

Die in diesem Men¨u enthaltenen Punkte dienen einerseits dem Zeichnen von Gra-
phen des eingestellten Wavelets und der Skalierungsfunktion und andererseits zur
Durchführung einer eindimensionalen Wavelet-Transformation anhand von eini-
gen Testfunktionen.

Alle angezeigten Bilder k¨onnen entweder als Bitmap abgespeichert werden
(MenüpunktDatei/Speichern unter) oder in einem von MATLAB lesbaren For-
mat exportiert werden (Men¨upunktDatei/MATLAB Export ).

Zeichne Wavelet Nach dem Anw¨ahlen dieses Punktes wird das aktuell einge-
stellte Wavelet (siehe Men¨u Einstellungen/Wavelet) gezeichnet. Die Op-
tionen zum Zeichnen k¨onnen in dem Dialog ge¨andert werden, welcher nach
Anklicken des Men¨usEinstellungen/1D-Transformation/Zeichenoption-
enerscheint.

Zeichne Skalierungsfunktion Die zum Wavelet geh¨orende Skalierungsfunktion
wird entsprechend den Einstellungen im Dialog des Men¨upunktesEinstel-
lungen/1D-Transformation/Zeichenoptionengezeichnet.

orthogonales Wavelet zeichnenDieser Menüpunkt kann ein- und ausgeschal-
tet werden; die Einstellung hat nur Auswirkungen, wenn im Men¨u Ein-
stellungen/Waveletbiorthogonale Wavelets ausgew¨ahlt wurden. Ist der
Menüpunkt eingeschaltet, so wird das zur Zerlegung verwendete Wavelet
gezeichnet, sonst das zur Synthese verwendete duale.

Zeichne Funktion Dieser Punkt ist nicht anw¨ahlbar, wenn das aktuelle Doku-
ment ein Bild enth¨alt. Er dient zum Testen einer eindimensionalen Trans-
formation. Will man diesen Punkt verwenden, so ist zun¨achst ein neues Do-
kument mit dem Men¨upunkt Datei/Neu zu erstellen. Anschließend kann
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mit Hilfe von Zeichne Funktion die im Menü Einstellungen/1D-Trans-
formation/Funktion eingestellte Funktion gezeichnet werden. Mit den bei-
den folgenden Men¨upunkten läßt sich diese dann transformieren.

Zeichne WaveletkoeffizientenDieser Punkt dient der Transformation einer ein-
dimensionalen Funktion und kann folglich nur dann ausgew¨ahlt werden,
wenn vorher eine solche mit Hilfe des Men¨upunktes1D-FWT/Zeichne
Funktion gezeichnet wurde. Es erscheint dann ein neues Fenster, welches
die Transformationskoeffizienten der Funktion enth¨alt.

Zeichne zurücktransformierte Funktion Mit diesem Menüpunkt kann eine
eindimensionale inverse Wavelet-Transformation durchgef¨uhrt werden.
Deshalb kann er auch nur dann angew¨ahlt werden, wenn vorher mit dem
vorangegangenen Punkt eine Funktion transformiert wurde. Es erscheint ein
neues Fenster, welches das Ergebnis der R¨ucktransformation anzeigt.

Anmerkung: Da f¨ur die eindimensionale Transformation aus Zeitgr¨un-
den keine Datenanpassung implementiert wurde, kann eine transformierte
Funktion nur bei Verwendung des Haar-Wavelets exakt rekonstruiert wer-
den. Bei anderen Basiswavelets entstehen teilweise so große Verluste, daß
die ursprüngliche Funktion nicht mehr wiederzuerkennen ist. Etwas Abhilfe
kann allerdings geschaffen werden, wenn man beim Zeichnen der Funkti-
on sehr viele Daten verwendet (eine hohe Aufl¨osung) und bei der inversen
Transformation nur die am linken Rand entstehenden Werte beachtet. Dies
ist möglich, da die genannten Randeffekte eben nur am rechten Rand auf-
treten.

5.2.1.4 2D-FWT

Die Unterpunkte dieses Men¨us stellen Funktionen zur Transformation und Quan-
tisierung von Bildern zur Verf¨ugung. Die Parameter der jeweiligen Men¨upunkte
können inEinstellungenverändert werden.

Transformation durchf ühren Mit Hilfe dieses Punktes wird das aktuelle Bild
transformiert, quantisiert und zur¨ucktransformiert. Anschließend wird das
Ergebnis in einem neuen Fenster angezeigt. Um den erreichten Kompres-
sionsgrad zu ermitteln, muß das Bild mitDatei/Speichern unterabgespei-
chert werden; nach dem Speichern wird der erreichte Kompressionsgrad
angezeigt.

Anzeige der Koeffizienten transformiert das aktuelle Graustufenbild unter Ver-
wendung des eingestellten Wavelets und zeigt anschließend in einem neuen
Fenster die Transformationskoeffizienten an.
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Quantisierung Dieser Punkt ist nur verf¨ugbar, wenn ein Fenster aktiv ist, wel-
ches die Waveletkoeffizienten eines Bildes anzeigt. Diese werden dann
quantisiert und im gleichen Fenster wieder angezeigt.

Inverse Transformation Auch dieser Punkt ist nur bei aktivem Fenster mit
Transformationskoeffizienten anw¨ahlbar. Er zeigt das sich aus diesen durch
inverse Transformation ergebende Bild in einem neuen Fenster an.

Skalennormalisierung für Anzeige Dieser Menüpunkt bezieht sich auf ein Fen-
ster, welches Waveletkoeffizienten enth¨alt. Aufgrund der beschr¨ankten
Farbanzahl von 256 Graustufen ist es bei mehreren Iterationen n¨amlich
nicht mehr m¨oglich die Transformationskoeffizienten so anzuzeigen, daß
man auch in den B¨andern mit sehr hohen Frequenzen noch Unterschiede
erkennen kann, da die Koeffizienten betragsm¨aßig von Band zu Band im-
mer größer werden. Daher erscheint es ohne Anpassung der Farben so, als
ob alle Koeffizienten dieser B¨ander null wären.

Mit Hilfe dieses Menüpunktes ist es nun m¨oglich, für jeden Iterationsschritt
eine getrennte Anpassung der Farben vorzunehmen, womit man dann auch
wieder verschieden große Koeffizienten in den zuerst entstandenen B¨andern
erkennen kann. Das Einschalten dieses Punktes wirkt sich nur auf die Dar-
stellung am Bildschirm aus, nicht jedoch auf die Koeffizienten selbst. Er ist
standardm¨aßig aktiviert.

Bei Datenanpassung nur Bild anzeigenWurde eine Art der Datenanpassung
eingestellt, bei der mehr Daten entstehen, so wird das zu transformieren-
de Bild viermal größer (siehe hierzuEinstellungen/2D-Transformation).
Dieser Menüpunkt legt nun fest, ob im zur¨ucktransformierten Bild nur
der Datenausschnitt gezeigt werden soll, der dem urspr¨unglichen Bild ent-
spricht, oder das gesamte vergr¨oßerte Bild. Standardm¨aßig ist dieser Punkt
aktiviert, womit nur der wichtige Bildausschnitt zu sehen ist.

negative Darstellung Dieser Punkt bezieht sich auf ein Fenster, das Transforma-
tionskoeffizienten enth¨alt, weshalb er auch nur dann anw¨ahlbar ist, wenn ein
solches aktiv ist. Aufgrund der Farbbelegung eines Graustufenbildes wer-
den nämlich Nullkoeffizienten schwarz dargestellt und Koeffizienten mit
großem Betrag sind weiß. Bei dieser Art der Anzeige ist es aber teilwei-
se schwierig, diejenigen Koeffizienten zu erkennen, welche nicht null sind.
Daher kann man mit diesem Men¨upunkt die Farben invertieren, das heißt
Nullkoeffizienten werden nun weiß dargestellt und alle anderen unter Aus-
nutzung der verf¨ugbaren Graustufen mehr oder weniger schwarz. Diese Art
der Anzeige ist besonders dann von Vorteil, wenn die Bitmaps ausgedruckt
werden sollen. Sie wirkt sich ebenfalls nur auf die Bildschirmdarstellung
aus, nicht auf die Koeffizienten selbst.
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Ein sich aus dieser Farbdarstellung ergebende Nachteil soll aber nicht ver-
schwiegen werden: Da nur 256 verschiedene Graustufen verf¨ugbar sind,
wird natürlich auch das mehrmals tiefpaßgefilterte Bild invertiert, wodurch
es nicht mehr nat¨urlich erscheint. Dies ist auch der Grund, weshalb dieser
Punkt standardm¨aßig inaktiv ist.

Info Dieser Menüpunkt zeigt ein Dialogfenster an, in dem Informationen zum
transformierten Bild zu sehen sind (siehe Abbildung 5.2). Der Punkt ist nur
verfügbar, wenn ein Fenster aktiv ist, das ein zur¨ucktransformiertes Bild
enthält.             

Abbildung 5.2: Der DialogInfo

5.2.1.5 Einstellungen

Das Menü Einstellungenenthält folgende Untermen¨us:

Wavelet Hier wird das zur Transformation zu verwendende Wavelet eingestellt.
Es erscheint ein Dialogfenster (siehe Abbildung 5.3), in welchem man
auswählen kann, ob man eine orthogonale oder eine biorthogonale Trans-
formation durchführen will. Je nachdem, welche Art gew¨ahlt wurde, kann
man ein Wavelet zur Transformation aus der oberen Liste aussuchen, wel-
ches im orthogonalen Fall sowohl f¨ur die Transformation als auch f¨ur die
Rücktransformation verwendet wird. Im biorthogonalen Fall wird auch die
untere Auswahlliste aktiv; hier erscheint eine Auswahl von Dualen zum
Wavelet in der oberen Liste. Die Einstellungen der unteren Liste werden
für die inverse Transformation verwendet. Es ist zu beachten, daß sich der
Inhalt der unteren Liste in Abh¨angigkeit von der oberen ¨andert.
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Abbildung 5.3: Der Dialog zur Auswahl eines Wavelets

1D-Transformation Dieser Punkt dient zum Einstellen der im Men¨u 1D-FWT
zusammengefaßten Operationen. Er enth¨alt wiederum zwei Unterpunkte:

Zeichenoptionen Wird der Punkt Zeichenoptionen angewählt, so er-
scheint das in Abbildung 5.4 gezeigte Dialogfenster. Die hier m¨ogli-            

Abbildung 5.4: Der DialogZeichenoptionen

chen Einstellungen betreffen das Zeichnen des Wavelet- und Skalie-
rungsfunktionsgraphen, wie bereits aus der Zweiteilung des Dialogs
erkennbar ist. Die Parameter, die man ¨andern kann sind jeweils:

• Anzahl der Iterationen: Hier wird die Anzahl der zur Berech-
nung der Funktionswerte zu verwendenden Iterationsschritte ein-
gegeben3. Es ist zu beachten, daß sich mit jedem Schritt mehr
die Auflösung der entstehenden Grafik in X-Richtung verdoppelt,

3das Verfahren wurde in Kapitel 3.4 beschrieben
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weshalb diese auch nicht direkt eingegeben werden kann, sondern
aus der Zahl der Iterationsschritte berechnet wird.
Der Defaultwert dieses Feldes ist neun, was einer horizontalen
Auflösung von 512 Punkten entspricht.

• Position des Wavelets bzw. der Skalierungsfunktion: Wie in Kapi-
tel 3.4 erläutert wurde, wird zur Berechnung der Funktionswerte
ein Startvektor verwendet, dessen Elemente mit Ausnahme eines
einzigen alle null sind. Dasjenige, das den Wert Eins hat, gibt die
Stelle an, in deren Umgebung der Graph entsteht. Eben diese Po-
sition wird hier angegeben. Dabei ist zu beachten, daß der ein-
gegebene Wert zwischen eins und der im FeldAuflösung-Xange-
zeigten Zahl liegen muß. Bei Fehleingabe wird eine entsprechen-
de Meldung angezeigt.
Der Defaultwert ist 500.

• Auflösung Y: Hier wird die vertikale Aufl¨osung der entstehenden
Bitmap angegeben.
Der Defaultwert ist 512.

Funktion In dem hier erscheinenden Dialog (Abbildung 5.5) kann man ei-
ne Funktion ausw¨ahlen, welche bei der eindimensionalen Transfor-
mation verwendet werden soll. Weiterhin kann die horizontale und            

Abbildung 5.5: Der DialogFunktion

vertikale Auflösung der Bitmap angegeben werden, in der der Funk-
tionsgraph gezeichnet wird. Die Wert f¨ur die horizontale Aufl¨osung
entspricht dabei der Anzahl der f¨ur eine eindimensionale Transforma-
tion zur Verfügung stehenden Funktionswerte. Man kann den Funkti-
onsgraphen mit Hilfe des Men¨upunktes1D-FWT/Zeichne Funktion
darstellen lassen. Anschließend ist eine Transformation der Funktion
möglich (siehe Beschreibung des Men¨us1D-FWT).

2D-Transformation Bei Anwahl dieses Men¨upunktes erscheint der in Abbildung
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5.6 gezeigte Dialog. Die hier gemachten Einstellungen beziehen sich nur            

Abbildung 5.6: Der Dialog2D-Transformation

auf die im Menü 2D-FWT stehenden Operationen. Beeinflussen lassen sich
bei der Transformation eines Bildes die Tiefe der Berechnung (Anzahl der
Transformationsschritte) sowie die Art der Datenanpassung (Datenanpas-
sung):

• Anzahl der Transformationsschritte: Prinzipiell wird die schnelle
Wavelet-Transformation so lange durchgef¨uhrt, bis das zu transfor-
mierende Bild nur noch einen Pixel groß ist. Da dies aber nicht im-
mer erwünscht ist und ohne Anpassung der Filterkoeffizienten oftmals
auch Probleme macht, kann hier angegeben werden, wie viele Schritte
bei der Transformation berechnet werden. Die Auswahlm¨oglichkeiten
sind:Rechne bis zum Ende, Rechne maximal bis FilterlängeundBe-
rechne maximal x Schritte.
Ist der erste Punkt angew¨ahlt, so wird die Transformation durch-
geführt, bis nur noch ein Pixel ¨ubrig ist, sofern dies m¨oglich ist (sie-
he dritter Punkt). Beim zweiten Punkt wird die Transformation been-
det, wenn vom Bild nur noch so viele Pixel in X- oder Y-Richtung
vorhanden sind wie das ausgew¨ahlte Wavelet Filterkoeffizienten hat.
Im dritten Fall kann man die Anzahl der Schritte vorgeben; ist die
Zahl hier größer als die maximale, so ist die Wirkung die gleiche
wie beim ersten Punkt. Die maximale Anzahl ergibt sich, wenn man
abzählt, wie oft die vertikale und horizontale Aufl¨osung des Bildes
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durch zwei teilbar ist; der kleinere der beiden Werte wird f¨ur die Zahl
der Transformationsschritte hergenommen. Ist das Bild quadratisch
und die Auflösung eine Zweierpotenz, so kann also bis zur Gr¨oße von
einem Punkt gerechnet werden.

• Datenanpassung: Wie bereits erw¨ahnt wurde, ist bei allen Wavelets,
außer dem Haar-Wavelet, eine Anpassung der Daten n¨otig. Eine exak-
te Rekonstruktion des Bildes aus den Transformationskoeffizienten ist
sonst unm¨oglich, da zu viele Koeffizienten an den R¨andern verloren
gehen w¨urden. Für die Anpassung der Daten hat man folgende Alter-
nativen zur Auswahl:

– keinees wird keine Datenanpassung vorgenommen.

– künstlich periodischDie Daten werden durcḧAnderung der Fal-
tungsmatrizen wie periodische Daten behandelt (siehe Kapitel
3.5.1); die Menge der zu transformierenden Bildpunkte bleibt da-
bei gleich.

Bei den nächsten drei Methoden wird die Menge der zu transformie-
renden Bildpunkte durch die Datenanpassung vervierfacht4, wodurch
die Ergebnisse bez¨uglich der Rekonstruktion wesentlich besser wer-
den. Dafür steigt die Rechenzeit bei der Transformation, und die Kom-
pressionsrate verschlechtert sich zum Teil (siehe auch Kapitel 6.4).
Bei allen drei Verfahren hat man die M¨oglichkeit, das Originalbild an
fünf verschiedenen Stellen im neuen Datenbereich zu positionieren,
wodurch man ermitteln kann, welchen Einfluß der Ort, an dem man
auffüllt, auf die Transformation hat.

– mit Nullen aufgefüllt Um das Originalbild herum werden alle
Pixel auf null gesetzt.

– periodischDas Bild wird in alle Richtung periodisch fortgesetzt.

– reflektiert Das Bild wird in jeder Richtung entsprechend gespie-
gelt fortgesetzt.

Das Ergebnis der Datenanpassung mit den eben genannten drei Me-
thoden ist in Abbildung 5.7 dargestellt.

Quantisierung Hier werden die Einstellungen f¨ur die Quantisierung der Trans-
formationskoeffizienten vorgenommen. Das zugeh¨orige Dialogfenster ist in
Abbildung 5.8 dargestellt. Man hat folgende M¨oglichkeiten, die Quantisie-
rung zu beeinflussen:

• keine Es wird keine Quantisierung durchgef¨uhrt, sondern mit allen
verfügbaren Nachkommastellen gerechnet. Diese Einstellung dient
dem Testen der Transformation, da nur ohne Quantisierung eine exakte

4es erfolgt eine Verdopplung der Aufl¨osung in X- und in Y-Richtung
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(a) Origi-
nal

            

(b) mit Nullen aufgef¨ullt

            

(c) periodisch

            

(d) reflektiert

Abbildung 5.7: Datenanpassung durch Erweiterung des Bildes. Das Originalbild
befindet sich hier immer in der Mitte des erweiterten Bildes

Rekonstruktion wenigstens prinzipiell m¨oglich ist (bis auf Rundungs-
fehler und die Art der Datenanpassung). Mit dieser Quantisierungsein-
stellung können Bilder nicht gespeichert werden, weshalb beim Spei-
chern die Koeffizienten auch automatisch auf ganze Zahlen gerundet
werden.

• nur auf ganze Zahlen rundenMit dieser Einstellung wird als einzi-
ges eine Rundung der (reellen) Koeffizienten auf ganze Zahlen durch-
geführt, womit diese als Integer gespeichert werden k¨onnen.

• ab folgendem Schwellwert Koeffizient auf null setzenHier kann
ein Schwellwert angegeben werden, der positiv sein muß. Alle Koeffi-
zienten, die betragsm¨aßig kleiner als dieser Schwellwert sind, werden
auf null gesetzt. Alle anderen Koeffizienten werden auf ganze Zahlen
gerundet.
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Abbildung 5.8: Der DialogQuantisierung

• Globale Quantisierung unter Verwendung vonk Bit Wählt man
diese Einstellung, so kann man angeben, wie viele Bit man f¨ur das
Speichern eines einzelnen Koeffizienten verwenden m¨ochte, wobei die
angegebene Anzahl f¨ur alle Koeffizienten wirksam ist. Aus dieser An-
gabe ergibt sich die Anzahl der entstehenden Intervalle zu2k. Dabei
sind bis auf eines alle Intervalle gleich groß. Eine Ausnahme ist das
um null herum zentrierte Intervall, an welches sich alle anderen links
und rechts davon anschließen. F¨ur die Größe des Nullintervalls kann
in dem EingabefeldFaktor f ür Gr ößenanpassung des Nullintervalls
ein Faktor angegeben werden, um den das Intervall gr¨oßer (oder, wenn
gewünscht auch kleiner) als die anderen sein soll (siehe letzter Punkt).
Der kleinste hier angebbare Wert ist zwei, der gr¨oßtmögliche ist 16
Bit.

Weiterhin kann man im unteren der beiden Eingabefelder angeben,
mit wievielen Bit die Lauflänge der Nullkoeffizienten codiert werden
soll. Es ist nämlich meist nicht sinnvoll die gleiche Anzahl wie bei der
Quantisierung zu verwenden, da bei wenigen Bit bei der Quantisierung
mehr Nullkoeffizienten entstehen als bei einer großen Anzahl (dies ist
natürlich auch noch von der Gr¨oße des Nullintervalls abh¨angig).

• Quantisierung getrennt nach B̈andern unter Verwendung von k
Bit Aufgrund der von Frequenzband zu Frequenzband gr¨oßer wer-
denden Koeffizienten ist es meist vorteilhaft, jedes Band getrennt zu
quantisieren. Dies ist mit dieser Einstellung m¨oglich. Im zugeh¨origen
Eingabefeld k¨onnen für jedes Band die zu verwendenden Bit eingege-
ben werden. Die Zahlen m¨ussen zwischen 2 und 16 liegen und durch
Komma getrennt sein. Die Eingabe erfolgt von außen nach innen, das
heißt die erste Zahl gibt die Bitanzahl f¨ur das durch den ersten Ite-
rationsschritt entstandene Band an, die n¨achste f¨ur den zweiten usw.
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Es mußübrigens nicht f¨ur jedes Band ein Wert vorhanden sein; sind
weniger Zahlen enthalten als Iterationsschritte durchgef¨uhrt wurden,
so wird die letzte f¨ur alle weiteren verwendet. Genau wie beim vorhe-
rigen Punkt sind alle Intervalle um das Nullintervall zentriert, wobei
auch hier ein Faktor f¨ur die Größenänderung angegeben werden kann.
Außerdem kann wiederum die Anzahl der Bit f¨ur die Codierung der
Lauflänge für jeden Iterationsschritt getrennt eingegeben werden, wo-
bei die gleichen Bedingungen gelten wie bei der Eingabe der Bit zur
Quantisierung.

Beispiel: Eingegeben wurde: 2,3,8,14
Es wird also das erste Frequenzband mit zwei Bit, das zweite mit drei,
das dritte mit acht und alle weiteren mit 14 Bit quantisiert.

Achtung: Bei der Eingabe ist es wichtig, daß sich keine Leerzeichen
zwischen den Zahlen und den Kommata befinden. Leerzeichen am An-
fang oder Ende der Eingabe haben dagegen keine negativen Auswir-
kungen.

• Faktor f ür Gr ößenanpassung des NullintervallsDer hier eingege-
bene Wert hat nur Auswirkungen, wenn entweder der PunktGlobale
Quantisierung unter Verwendung von k Bit oder Quantisierung
getrennt nach Bändern unter Verwendung von k Bit ausgew¨ahlt
wurde. Dieser Wert gibt einen Faktor an, um den das um null zentrier-
te Intervall größer ist als alle anderen. Hier kann eine Fließkommazahl
eingegeben werden, wodurch z. B. auch 1.3 mal gr¨oßere Nullintervalle
möglich sind. Der Standardwert ist Zwei.

5.2.2 Komprimierung eines Bildes

Nachdem nun im vorangegangenen Kapitel alle verf¨ugbaren Men¨upunkte be-
schrieben wurden, m¨ochte ich jetzt noch kurz eine stichpunktartige Anleitung f¨ur
die bei der Kompression eines Bildes nacheinander durchzuf¨uhrenden Schritte ge-
ben:

• Laden eines Bildes mitDatei/Öffnen oder Einfügen eines Bildes aus der
Zwischenablage mitBearbeiten/Einfügen.

• Festlegen des zu verwendenden Wavelets mitEinstellungen/Wavelet.

• Einstellen der Zahl der Iterationsschritte und der Art der Datenanpassung
durch Anwahl des Men¨upunktesEinstellungen/2D-FWT.

• Gewünschte Art der Quantisierung im Men¨uEinstellungen/Quantisierung
auswählen.
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• Durchführen der Transformation, Quantisierung und inversen
Transformation entweder in einem Schritt (Men¨upunkt 2D-
FWT/Transformation durchf ühren) oder in Einzelschritten
(Menüpunkte 2D-FWT/Transformationskoeffizienten anzeigen, 2D-
FWT/Quantisierung und 2D-FWT/Inverse Transformation in dieser
Reihenfolge).

• Nun können durch Anw¨ahlen des Men¨upunktes2D-FWT/Info Informatio-
nen zur ben¨otigten Rechenzeit sowie dem Signalrauschabstand des kompri-
mierten Bildes vom Original angezeigt werden. Damit dieser Men¨upunkt
angeklickt werden kann, muß das Fenster aktiv sein, welches das kompri-
mierte Bild anzeigt.

• Nach dem Speichern des Bildes im WLT-Format (Datei/Speichern unter)
wird der erreichte Kompressionsgrad ermittelt und angezeigt.

5.3 Aufbau und Funktionsweise des Programms

Bevor ich auf die Implementierung des Programms zu sprechen komme, m¨ochte
ich noch ein paar Vorbemerkungen machen:

1. Es soll hier nicht eine genaue Beschreibung des Programmcodes erfolgen;
vielmehr möchte ich hier einëUbersichtüber die grobe Struktur des Pro-
gramms geben und auf die wichtigsten Teile kurz eingehen.

2. Vom Leser werden Kenntnisse in der objektorientierten Programmierung
mit C++ sowie den Microsoft Foundation Classes (MFC) vorausgesetzt.
Der grundlegende Aufbau eines MFC-Programms wird hier nicht weiter
erläutert; näheres dazu findet sich in der Literatur [14].

Bevor ich auf den Aufbau des Programms eingehe, erfolgt die Beschrei-
bung einiger Basisklassen, die im Programm immer wieder verwendet werden.
Zunächst einëUbersicht:

Feld Diese Klasse wurde als Template realisiert, damit sie m¨oglichst flexibel ein-
setzbar ist. Sie dient der einfacheren Handhabung zweidimensionaler Ar-
rays.

Matrix Die KlasseMatrix ist von der KlasseFeld abgeleitet und erweitert die-
se um Operatoren, mit denen ein zweidimensionales Array als Matrix be-
trachtet werden kann (Addition, Subtraktion, Multiplikation, etc.). Sie ist
ebenfalls ein Template.

Wavelet Hier werden die Operationen zum Durchf¨uhren einer ein- und zweidi-
mensionalen Wavelet-Transformation bereitgestellt.
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CWLT Daten Diese Klasse dient zum Laden und Speichern eines transformier-
ten Bildes.

CDib Die KlasseCDib wurde aus dem BuchInside Visual C++[14] entnommen.
Sie bietet grundlegende Funktionen, die zum Laden, Speichern und Anzei-
gen von Bitmaps erforderlich sind. Sie wird im Programm jedoch nicht di-
rekt verwendet, statt dessen dient sie als Basisklasse f¨ur CPicture.

CPicture wird verwendet, um auf einfache Weise mit Bitmaps umgehen zu
können. Sie ist abgeleitet von den KlassenCDib und Matrix. Der Vor-
teil dieser Kombination wird in der genauen Beschreibung vonCPicture
erläutert.

Bis auf CDib wird nun die Funktionalit¨at jeder dieser Klassen genauer
erläutert. Eine kurze Beschreibung vonCDib ist im Abschnitt der KlasseCPicture
enthalten.

5.3.1 Feld

Die KlasseFeld wurde entwickelt, um eine einfache Handhabung von zweidi-
mensionalen Arrays zu erm¨oglichen, welche im Programm in Form von Bildern
oder zum Speichern von Transformationskoeffizienten sehr oft auftauchen. Die
Verwendung der von der Programmiersprache bereitgestellten Arrays wird ver-
mieden, da diese zu unflexibel sind: will man die Gr¨oße des Arrays erst zur Lauf-
zeit festlegen oder w¨ahrend des Programmablaufs dynamisch ¨andern, so muß der
benötigte Speicherplatz jedesmal im Programm angefordert und nach Benutzung
wieder freigegeben werden. Ein Zugriff auf die Elemente dieses Speicherbereichs
ist außerdem nur ¨uber Zeiger m¨oglich, wobei jedesmal diverse Berechnungen an-
fallen. Da das Hantieren mit Zeigern und Speicherbereichen derÜbersichtlichkeit
des Programms nicht gerade dienlich ist, wurde die KlasseFeldentwickelt. Diese
übernimmt die Verwaltung des Speichers und regelt den Zugriff darauf.

Beim Anlegen eines Objektes vom TypFeld kann man die Anzahl der Zeilen
und Spalten ¨ubergeben, die das Feld haben soll. Das Objekt alloziert den erfor-
derlichen Speicherbereich bei der Initialisierung und gibt ihn automatisch wie-
der frei, sobald das Objekt nicht mehr ben¨otigt wird (z. B. beim Verlassen eines
Gültigkeitsbereichs). Weiterhin kann die Gr¨oße des Feldes zur Laufzeit ver¨andert
werden, wobei allerdings der Inhalt verloren geht. Der Zugriff auf ein Element
des Feldes geschieht durch Anwendung des Klammeroperators (), bei dem die
gewünschte Zeile und Spalte angegeben wird; die Z¨ahlung beginnt hierbei bei
eins, nicht bei null! Eine weitere wichtige Funktion ist durch den =-Operator rea-
lisiert. Hiermit läßt sich ein Objekt vom TypFeldeinem anderen zuweisen.

Bevor ich zu den Beispielen komme, bleibt noch anzumerken, daß die Klasse
Feldselbst im Programm nicht direkt verwendet wird, sondern immer die hiervon
abgeleitete KlasseMatrix, da diese noch einige zus¨atzliche Operationen erlaubt.
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Beispiele:

Anlegen eines Feldes vom Typ”double“ mit zwei Zeilen und fünf Spalten:
Feld<double> Test(2, 5);

Zugriff auf ein Feldelement:

Test(2, 1) = 12.4;
double x = Feld(1, 1);

Zuweisen eines kompletten Feldes:
Testfeld2 = Test;

Größe eines Feldes̈andern:
Test.Resize(10, 10);

Größen̈anderung bei gleichzeitiger Initialisierung des Feldes mit einem Wert
(hier: 0.0):

Test.Resize(10, 10, 0.0);

5.3.2 Matrix

Die KlasseMatrix wurde vonFeld abgeleitet und bietet daher die gleiche Funk-
tionalität wie ihre Basisklasse; sie wurde ebenfalls als Template implementiert.
Zusätzlich zu den vonFeld vererbten Methoden sind Operatoren vorhanden, mit
deren Hilfe Matrixoperationen auf die Feldelemente angewandt werden k¨onnen.
Dies sind im einzelnen:

• Rechnenoperatoren:Addition, Subtraktion und Multiplikation zweier Ma-
trizen (Operatoren +, -, *) sowie Multiplikation einer Matrix mit einem Ska-
lar (Operator %); transponieren einer Matrix (Operator !).

Hierbei ist darauf zu achten, daß bei Addition und Subtraktion die Anzahl
der Zeilen und Spalten beider Matrizen ¨ubereinstimmen m¨ussen; bei der
Multiplikation zweier Matrizen gelten die ¨ublichen Regeln. F¨ur die Mul-
tiplikation einer Matrix mit einem Skalar ist zu beachten, daß der Skalar
nur von rechts multipliziert werden kann (siehe auch Beispiel). Der Grund
hierfür liegt in der Behandlung des Operators durch die Programmierspra-
che.

• Vergleichsoperatoren: Es ist ein Vergleich auf Gleichheit (Operator ==)
und Ungleichheit m¨oglich (Operator !=).

• Sonstige Methoden:Zusätzlich zu den Operatoren stehen Methoden zum
Finden des kleinsten und gr¨oßten Wertes einer Matrix zur Verf¨ugung (Min()
bzw. Max()) sowie zum Speichern der Matrix in einem von MATLAB les-
baren Dateiformat (WriteMat(ofstream &os)).
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Beispiele:

Anlegen einer Matrix vom Typ ”double“:
Matrix<double> M1(100, 200);

Addition von zwei Matrizen:
M3 = M2 + M1;

Die Matrizen M1 und M2 m¨ussen hierbei gleich groß sein; die Matrix M3 kann
eine beliebige Gr¨oße haben, da sie bei der Zuweisung sowieso neu angelegt wird.

Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar:
M2 = M1 % 3.6;

nicht möglich ist dagegen:
M2 = 3.6 % M1;

Die KlasseMatrix wird im Programm insbesondere zur Speicherung von Trans-
formationskoeffizienten verwendet.

5.3.3 Wavelet

Die KlasseWaveletenthält alle Daten und Methoden, die zur Durchf¨uhrung einer
Wavelet-Transformation ben¨otigt werden. Außerdem sind Funktionen zum Be-
rechnen der diskreten Werte des Wavelets und der Skalierungsfunktion aus den
Filterkoeffizienten vorhanden. Ein Objekt dieser Klasse steht jedem Dokument
des Programms genau einmal zur Verf¨ugung.

Es folgt eine Beschreibung derjenigen Methoden, die von außerhalb der Klas-
se aufgerufen werden k¨onnen:

Initialisierung einer Instanz dieser Klasse:
Zur Initialisierung einer Instanz der KlasseWaveletexistieren zwei Methoden; die
erste wird verwendet, wenn es sich bei den ausgew¨ahlten Basisfunktionen um eine
orthogonale Basis handelt, die zweite wenn es sich um eine biorthogonale Basis
handelt. Die Instanz wird jedesmal neu initialisiert, wenn der Anwender im Dialog
Einstellungen/WaveleteineÄnderung vorgenommen hat. Die beiden Methoden
haben den gleichen NamenInitWavelet ; sie unterscheiden sich nur in der Zahl
derübergebenen Parameter.

• Der MethodeInitWavelet(Matrix <double> H) wird ein Zeilenvektor
übergeben, der die Tiefpaßfilterkoeffizienten eines Basiswavelets enth¨alt,
dessen Dilatationen und Translationen eine orthogonale Basis bilden. Aus
diesen werden die zugeh¨origen Hochpaßfilterkoeffizienten wie in der Arbeit
beschrieben berechnet. Die Koeffizienten werden in den internen Variablen
H undG gespeichert.

• Der Methode InitWavelet(Matrix <double> H, Matrix <double>
H Biorth) werden zwei Matrizen ¨ubergeben: die MatrixH enthält die zur
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Analyse zu verwendenden Tiefpaßfilterkoeffizienten, die MatrixH Biorth
die zur Synthese zu verwendenden. Die Speicherung der jeweils hierzu
gehörenden Hochpaßfilterkoeffizienten werden in den internen VariablenG
undG Biorth gespeichert.

Methoden zur eindimensionalen Wavelet-Transformation:
Für die eindimensionale Wavelet-Transformation stehen nur zwei Methoden zur
Verfügung: eine zur Transformation und eine zur inversen Transformation. Trans-
formiert wird unter Verwendung der mitInitWavelet() festgelegten Basis.

• Zur Transformation wird die MethodeFWT 1D(Matrix<double>Werte)
verwendet. Diese f¨uhrt eine Wavelet-Transformation durch, wobei soviele
Iterationsschritte durchgef¨uhrt werden, bis die zu transformierende Funkti-
on nur noch aus einem Punkt besteht; daher muß die Anzahl der Spalten von
Werteauch eine Zweierpotenz sein. Es erfolgt keine Anpassung der Daten.
Der ParameterWerteist ein Zeilenvektor, der die diskreten Funktionswer-
te enthält. Das Ergebnis der Transformation wird in einer Matrix vom Typ
doublezurückgeliefert, die ebenso groß ist wieWerte.

• Für die inverse Transformation steht die Methode
IFWT 1D(Matrix<double> Werte, int Anzahl Schritte) zur Verfügung.
Werteist ein Zeilenvektor, der die mitFWT 1D() ermittelten Transformati-
onskoeffizienten enth¨alt; Anzahl Schrittegibt die Zahl der bei der inversen
Transformation durchzuf¨uhrenden Iterationsschritte an.

Methoden zur zweidimensionalen Wavelet-Transformation:
Auch für die zweidimensionale Transformation stehen nur zwei Methoden zur
Verfügung, die von Außen zug¨anglich sind. Diese rufen wiederum interne Funk-
tionen auf.

• FWT 2D(Matrix<double> Werte, int Anzahl Schritte, int Datenan-
passung, int dlgende): Diese Methode f¨uhrt die zweidimensionale Wave-
let-Transformation mit den inWerteenthaltenen (nachdoublekonvertier-
ten) Bildpunkten durch. Das Ergebnis der Transformation wird in einer
Matrix gleicher Größe vom Typdouble zurückgeliefert. Als Parameter
wird in Anzahl Schritte die Zahl der durchzuf¨uhrenden Iterationsschrit-
te übergeben.Datenanpassungenthält einen Wert, der aus dem Dialog
Einstellungen/2D-FWT übernommen wird und angibt, welche Art der Da-
tenanpassung gew¨ahlt wurde; der Inhalt dieser Variablen ist nur dann von
Bedeutung, wenn die Einstellungkünstlich periodischausgesucht wurde, da
nur dann während der Transformation anders gerechnet werden muß. Der
Parameterdlgendedient nur zur Anzeige des Fortschrittsbalkens w¨ahrend
der Berechnung. Er gibt an, welcher Wert in der Fortschrittsanzeige als letz-
ter angezeigt werden soll. Der Parameter ist optional; wird er nicht ¨uberge-
ben, so wird der Standardwert 100 (Prozent) verwendet.
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• IFWT 2D(Matrix<double> Werte, int Anzahl Schritte, int Datenan-
passung, int dlgende): Die Parameter dieser Methode entsprechen denen
vonFWT 2D(). Zurückgeliefert wird eine Matrix vom Typdouble, welche
das Ergebnis der inversen Transformation enth¨alt.

Berechnung von Graphen des Wavelets und der Skalierungsfunktion:
Mit den beiden folgenden Methoden k¨onnen aus den Filterkoeffizienten die Gra-
phen des zugeh¨origen Wavelets bzw. der Skalierungsfunktion wie in Kapitel 3.4
beschrieben berechnet werden.

• BerechneWavelet Graph(Matrix <double> Werte, int An-
zahl Iterationen, BOOLEAN Orth) : Diese Methode bekommt im
ParameterWerte einen Zeilenvektor ¨ubergeben, der nur einen einzi-
gen Wert ungleich null enthalten darf, wie in Kapitel 3.4 beschrieben.
Zurückgeliefert wird ein gleich großer Vektor, der die diskreten Werte des
Wavelets enth¨alt. Zu beachten ist, daß die Anzahl der Elemente dieses Vek-
tors eine Zweierpotenz sein muß.Anzahl Iterationengibt die Anzahl der
durchzuführenden Iterationen an;Orthzeigt an, ob bei einer biorthogonalen
Basis das Analyse-Wavelet (Orth = FALSE) oder das Synthese-Wavelet
(Orth = TRUE) berechnet werden soll.

• BerechneSkalierung Graph(Matrix <double> Werte, int An-
zahl Iterationen, BOOLEAN Orth) : Die Parameter dieser Funktion
entsprechen denen vonBerechneWavelet Graph(). Es wird die Skalie-
rungsfunktion berechnet.

Sonstiges:
Weiterhin stehen dem Benutzer der Klasse noch folgende Methoden zur
Verfügung:

• Get H(), Get G(): Diese beiden Funktionen liefern jeweils einen Zei-
lenvektor (Matrix<double>) zurück, der die Filterkoeffizienten des Tief-
bzw. Hochpaßfilters enth¨alt.

• Get H Biorth(), Get G Biorth(): Wie oben, nur f¨ur das Synthese-Wavelet
bei Verwendung einer biorthogonalen Basis.

• Skalennormierung(Matrix<double> Werte, int Anzahl Schritte): Die-
se Funktion führt eine Anpassung der Transformationskoeffizienten f¨ur
die Bildschirmdarstellung durch: die Werte der Koeffizienten werden
für jeden Iterationsschritt getrennt auf den Wertebereich 0-255 abgebil-
det. Diese Methode wird nach dem Anklicken des Men¨upunktes2D-
FWT/Skalennormalisierung für Anzeige aufgerufen. Das Ergebnis wird
in einer Matrix vom Typdoublezurückgeliefert.
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Weiterhin existieren noch Methoden, die nur klassenintern aufgerufen werden:

• Transform H(Matrix <double> Werte, int Datenanpassung): Diese
Methode wird vonFWT 2D() aufgerufen. Sie f¨uhrt eine Filterung des In-
halts vonWertein X-Richtung mit dem FilterH durch. Das Ergebnis wird
als Funktionswert zur¨uckgegeben; es ist eine Matrix, die ebenso viele Zei-
len hat wieWerteaber nur halb soviele Spalten, da ein Downsampling um
zwei durchgef¨uhrt wurde.

• Transform G(Matrix <double> Werte, int Datenanpassung): Wie
Transform H(), nur wird an Stelle vonH der FilterG verwendet.

• Transform H Y(Matrix <double> Werte, int Datenanpassung):Diese
Methode wird vonFWT 2D() aufgerufen. Sie f¨uhrt eine Filterung des In-
halts vonWertein Y-Richtung mit dem FilterH durch. Das Ergebnis wird
als Funktionswert zur¨uckgegeben; es ist eine Matrix, die ebenso viele Spal-
ten hat wieWerteaber nur halb soviele Zeilen, da ein Downsampling um
zwei durchgef¨uhrt wurde.

• Transform G Y(Matrix <double> Werte, int Datenanpassung): Wie
Transform H Y(), nur wird an Stelle vonH der FilterG verwendet.

• I Transform H X(Matrix <double> Werte, int Datenanpassung):Die-
se Methode wird vonIFWT 2D() aufgerufen. Sie f¨uhrt eine inverse Filte-
rung des Inhalts vonWertein X-Richtung mit dem FilterH durch. Das Er-
gebnis wird als Funktionswert zur¨uckgegeben; es ist eine Matrix, die ebenso
viele Zeilen hat wieWerteaber doppelt soviele Spalten, da ein Upsampling
um zwei durchgef¨uhrt wurde.

• I Transform G X(Matrix <double> Werte, int Datenanpassung):Wie
I Transform H X(), nur wird an Stelle vonH der FilterG verwendet.

• I Transform H Y(Matrix <double> Werte, int Datenanpassung):Die-
se Methode wird aufgerufen vonIFWT 2D(). Sie führt eine inverse Filte-
rung des Inhalts vonWertein Y-Richtung mit dem FilterH durch. Das Er-
gebnis wird als R¨uckgabewert zur¨uckgegeben; es ist eine Matrix, die ebenso
viele Spalten hat wieWerteaber doppelt soviele Zeilen, da ein Upsampling
um zwei durchgef¨uhrt wurde.

• I Transform G Y(Matrix <double> Werte, int Datenanpassung):Wie
I Transform H Y(), nur wird an Stelle vonH der FilterG verwendet.

5.3.4 CWLT Daten

Diese Klasse wird zur Speicherung eines Bildes nach einer Wavelet-Transforma-
tion verwendet. Hier sollen nur die Methoden der Klasse beschrieben werden. Die
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dort benutzten Datenstrukturen entsprechen n¨amlich dem Dateiformat, welches
im Anhang B erläutert wird.

Die Methoden zum Laden bzw. Speichern eines Bildes sind:

• WLT Load(CFile *pFile): Lädt die in der DateipFile enthaltenen Daten
und legt sie in den Datenstrukturen des Objekts ab. Nach dem Laden muß
die MethodeEntpacken() (s.u.) aufgerufen werden.

• WLT Save(CFile *pFile): Speichert den Inhalt der Datenstrukturen des
Objekts in der DateipFile. Vor dem Speichern muß die MethodePacken()
(s.u.) aufgerufen werden.

Da die Transformationskoeffizienten in einer Matrix vom Typdoublevorlie-
gen, werden von jedem Koeffizienten acht Byte Speicherplatz belegt. In der Datei
soll aber so wenig Platz verwendet werden wie m¨oglich. Daher m¨ussen die Ko-
effizienten vor dem Speichern in eine platzsparende Form umgewandelt werden,
die durch die Einstellungen im DialogEinstellungen/Quantisierungbeeinflußt
wird. Hierbei wird folgendermaßen vorgegangen:

1. Einstellung ”keine Quantisierung“, ”nur auf ganze Zahlen runden“
oder ”Schwellwert“: Hier wird jeder Koeffizient in eine ganze Zahl um-
gewandelt und auch als solche gespeichert, das heißt es werden pro Koeffi-
zient vier Byte verwendet. F¨ur diejenigen Koeffizienten, die null sind, wird
eine Lauflängencodierung durchgef¨uhrt; für die Lauflänge werden ebenfalls
vier Byte benutzt; sie folgt immer direkt nach dem Nullkoeffizienten. Die
Koeffizienten werden von unten nach oben zeilenweise abgelegt, wie sie
auch auf dem Bildschirm erscheinen.

2. Einstellung ”globale Quantisierung“: Bei dieser Einstellung werden f¨ur
jeden Koeffizienten die im Dialog angegebene Anzahl an Bit zur Speiche-
rung verwendet. Gespeichert wird dann nicht der Wert des Koeffizienten,
sondern das Quantisierungsintervall, in welchem er enthalten ist. Da die
Bitanzahl zwischen zwei und 16 frei w¨ahlbar ist, m¨ussen die Koeffizien-
ten

”
zusammenger¨uckt“ werden, damit keine ungenutzten L¨ucken entste-

hen. Für die Speicherung der Laufl¨ange nach einem Nullkoeffizienten5 wird
ebenfalls der im Dialog angegebene Wert verwendet, der von dem zur Spei-
cherung der Koeffizienten verschieden sein kann. Auch bei dieser Art der
Speicherung werden die Koeffizienten von unten nach oben zeilenweise ab-
gelegt.

3. Einstellung ”getrennte Quantisierung für jedes Band“: Die Vorgehens-
weise entspricht prinzipiell der bei

”
globale Quantisierung“, wobei jetzt die

5eigentlich dem Quantisierungsintervall, das der Null entspricht
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Anzahl der zu verwendenden Bit sich von Iterationsschritt zu Iterations-
schritt ändert. Weiterhin ist es im Gegensatz zu den oben genannten Ar-
ten der Speicherung aufgrund der verschiedenen Bitanzahlen n¨otig, die zu
einem Iterationsschritt geh¨orenden Koeffizienten auch in der Datei hinter-
einander abzulegen; hierbei werden zun¨achst die im Bild unten links und
unten rechts erscheinenden Teile von unten nach oben zeilenweise gespei-
chert. Daran anschließend wird der Teil rechts oben gespeichert. Ist dies
erledigt, wird zum n¨achsten Band ¨ubergegangen. Die unterschiedliche Art
der Speicherung ist in Abbildung 5.9 nochmals verdeutlicht.

(a) Fall 1. und 2.

4

3
2

1

(b) Fall 3.

Abbildung 5.9: Speicherung der Transformationskoeffizienten

Die eben beschriebene Umwandlung der Koeffizienten in eine platzsparen-
de Form wird von der MethodePacken(Matrix<double> Werte) erledigt. Die-
se muß vor dem Speichern aufgerufen werden. Sie bekommt als Parameter die
Transformationskoeffizienten ¨ubergeben; nach dem Packen der Daten sind diese
in einem neuen Speicherbereich enthalten, auf den der ZeigerpDatendes Ob-
jekts zeigt. Die Länge dieses Speicherbereichs in Byte ist inAnzahl komp Daten
enthalten.

Nach dem Laden eines komprimierten Bildes muß diese kompakte Form
natürlich wieder rückgängig gemacht werden, so daß jeder Koeffizient einer
double-Zahl entspricht. Dies wird von der MethodeEntpacken() erledigt, die
nach dem Laden eines Bildes ausgef¨uhrt werden muß. Sie liefert eine Matrix vom
Typ doublezurück, die die Koeffizienten enth¨alt.
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5.3.5 CDib

Die KlasseCDib wurde dem Buch
”
Inside Visual C++“ [14] entnommen, wo auch

eine Beschreibung der Funktionalit¨at enthalten ist6. Sie stellt alle Operationen be-
reit, die zum Laden, Speichern und Anzeigen von Bitmaps in einem Programm
benötigt werden. Die Klasse konnte praktisch unver¨andertübernommen werden;
nach der Beseitigung eines Fehlers in der Prozedur zum Speichern einer Bitmap
(Write() ) funktionierte sie dann auch einwandfrei.

Trotzdem dient sie nur als Basisklasse f¨ur die KlasseCPicture, welche einen
einfacheren Zugriff auf einzelne Pixel einer Bitmap erm¨oglicht.

5.3.6 CPicture

CPicturewurde abgeleitet von den KlassenCDib und Matrix. Sie vereinigt die
Vorteile eines einfachen Zugriffs auf die Pixel der Bitmap durch die vonMatrix
bereitgestellten Operatoren mit den Funktionen zum Hantieren mit Bitmaps un-
ter Windows aus der KlasseCDib. Zusätzlich wurden noch folgende Funktionen
implementiert:

• Löschen des Bildes:Dies erfolgt durch Aufruf der FunktionClear().

• Zeichnen einer Linie in die Bitmap: Die hierfür verwendete Methode tr¨agt
den NamenLine256. Sie kann benutzt werden, wenn die Bitmap eine Farb-
tiefe von acht Bit hat (wenn also ein Bildpunkt einem Byte entspricht). Der
Aufruf erfolgt durchLine256(int x1, int y1, int x2, y2, BYTE Farbe). Die
zu übergebenden Parameter sind der Anfangs- und Endpunkt der Linie (
(x1, y1) bzw. (x2, y2)) sowie die Farbe, mit der die Linie gezeichnet wer-
den soll. Der ParameterFarbeist optional und darf Werte zwischen null und
255 annehmen; wirdFarbenicht mit übergeben, so wird der Standardwert
Eins verwendet.

• Plotten eines Funktionsgraphen:Die MethodePlot Function() stellt die
als Zeilenvektor ¨ubergebenen Werte als Funktionsgraphen dar. Die X-Achse
befindet sich dabei immer in der Bildmitte; weiterhin werden alle Funkti-
onswerte so skaliert, daß der gesamte verf¨ugbare Bereich in Y-Richtung
ausgenutzt wird. Zu beachten ist, daß der Vektor genau soviele Werte
enthält wie die Bitmap in X-Richtung. Die genaue Syntax f¨ur den Aufruf
lautet: Plot Function(Matrix <int> Vektor, BYTE Farbe, BOOLEAN
Lin Interpol) . Der ParameterFarbegibt wiederum die Farbe des Graphen
an; istLin InterpolFALSE, so werden nur die angegebenen Punkte in der
Bitmap gesetzt; ist der Parameter TRUE, so wird zwischen den Funktions-
werten linear interpoliert.

6Seite 252ff.
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• Plotten der Werte einer Matrix: Mit der MethodePlot 2D Koeff() kann
der Inhalt einer Matrix in einer Bitmap dargestellt werden. Diese Funktion
wird zum Anzeigen von Transformationskoeffizienten verwendet, die bei
der Transformation eines Bildes entstanden sind. Die ¨ubergebene Matrix
muß dabei die gleiche Anzahl an Zeilen und Spalten enthalten wie die Bit-
map; der Aufruf lautet:Plot 2D Koeff(Matrix <BYTE> Werte).

Der Zugriff auf einen Bildpunkt erfolgt durch den Klammeroperator, genau wie
bei einer Matrix. Hierbei ist zu beachten:

• Die Zählung der Koordinaten beginnt nicht bei null sondern bei eins.

• Der Ursprung des Bildes liegt in der linken unteren Fensterecke.

• Aufgrund der Behandlung des Bildes als Matrix m¨ussen die Koordinaten
eines Bildpunktes in der Form (y, x) angegeben werden und nicht wie nor-
malerweise ¨ublich mit (x, y).

Eine neue Bitmap kann auf zweierlei Weise angelegt werden: durch Laden ei-
nes Bildes aus einer Datei mit der MethodeRead() oder durch den Konstruktor
CPicture(CSize Größe, int Tiefe, BYTE Palette). Hierbei werden in der Struk-
tur CSizedie Größe der neuen Bitmap in X- und Y-Richtung angegeben;Tiefe
gibt die Farbtiefe in Bit an (bei 256 Graustufen ist der Wert f¨ur diesen Parameter
immer acht); der ParameterPaletteist optional: wird er nicht ¨ubergeben, so wird
der Standardwert Null verwendet. Dieser gibt an, daß die verwendete Palette der
eines Graustufenbildes entspricht. Außer null kann hierf¨ur nur noch der Wert Eins
übergeben werden; dieser entspricht einer negativen Graustufenpalette.

5.3.7 Aufbau des Programms

Nun zum prinzipiellen Aufbau des Programms:
Es kommt, entsprechend dem Document/View-Konzept der MFC, eine Art

von Document zur Anwendung dessen Daten in mehreren verschiedenen Views
angezeigt werden k¨onnen. Das Document selbst enth¨alt alle Datenstrukturen, die
zur Wavelet-Transformation ben¨otigt werden. Dies sind unter anderem:

• Ein Objekt vom TypWavelet, welches die Transformationen durchf¨uhrt (Va-
riablem Wavelet),

• ein Objekt vom TypCPicture*, in welchem das zu transformierende Bild
abgelegt wird (Variablem Bitmap),

• vier weitere Objekte vom TypCPicture*; alle Bitmaps werden erst ange-
legt, wenn sie verwendet werden sollen, um nicht unn¨otig Speicherplatz
zu verschwenden. Je eine Bitmap wird verwendet, um den Graphen ei-
nes Wavelets bzw. einer Skalierungsfunktion anzuzeigen (m WaveletPic
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bzw. m SkalierungPic); eine Bitmap dient der Darstellung der Transfor-
mationskoeffizienten (m KoeffizientenPic) und eine weitere zur Anzeige
des Ergebnisses der inversen Transformation (m RuecktransPic).

• zwei Objekte vom TypMatrix<double>, die zum Speichern. der Trans-
formationskoeffizienten (m WLT Koeff 2D) bzw. der rücktransformierten
Daten (m Rueck) benutzt werden.

• des weiteren enth¨alt das Document noch diverse Methoden zum Umgang
mit der Erweiterung von Daten.

• es sind außerdem noch einige Variablen vorhanden, die zum Speichern
verschiedenster Daten ben¨otigt werden (PSNR, RMSE, Datenanpassung,
Quantisierung, etc.). Andere wiederum dienen zum Aktivieren und De-
aktivieren von Men¨upunkten bzw. allgemein der Verwaltung der Benut-
zeroberfläche. Darunter fallen insbesondere einige Dialoge, die mit dem
MenüpunktEinstellungenaufgerufen werden.

Um die prinzipielle Funktionsweise des Programms zu verstehen, m¨ochte ich
zudem kurz das Zusammenspiel von Document und Views erl¨autern, wie sie bei
der vorliegenden Implementierung verwendet werden.

Hierzu ist zunächst zu sagen, daß nur ein Typ von Document verwendet wird,
für das allerdings, je nach Inhalt, verschiedene Views zur Anzeige der darin ent-
haltenen Daten benutzt werden. Dies sind im einzelnen:

COriginalView In diesem View wird die Bitmap angezeigt, die in der Va-
riablen m Bitmap enthalten ist. Dies ist entweder ein von der Festplat-
te geladenes Bild im BMP- oder WLT-Format oder der Graph einer mit
1D-FWT/Zeichen Funktion gezeichneten Funktion zur eindimensionalen
Transformation.

CKoeffizientenView Dieser View wird zur Darstellung der Transformationsko-
effizienten nach einer ein- oder zweidimensionalen Wavelet-Transformation
verwendet, das heißt er zeigt den Inhalt der Bitmapm KoeffizientenPican.
Ein Fenster mit diesem View ¨offnet sich nach der Anwahl des Men¨upunktes
2D-FWT/Anzeige der Koeffizientenoder1D-FWT/Zeichne Waveletko-
effizienten.

CRuecktransView Hier wird die Bitmapm Rueckangezeigt, also das Ergebnis
einer inversen Transformation. Dieser View wird nach dem Anklicken der
Menüpunkte2D-FWT/Transformation durchf ühren, 2D-FWT/Inverse
Transformation oder1D-FWT/Zeichne zurücktransformierte Funktion
geöffnet.
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CWaveletView dient zur Anzeige des Graphen eines Wavelets (Bitmap
m WaveletPic). Er wird durch den Men¨upunkt1D-FWT/Zeichne Wavelet
geöffnet.

CSkalierungView dient zur Anzeige des Graphen einer Skalierungsfunkti-
on (Bitmap m SkalierungPic). Er wird durch den Men¨upunkt 1D-
FWT/Zeichne Skalierungsfunktion geöffnet.

Die Beschreibungen in diesem Kapitel sollten nur einen grobenÜberblick
über das Programm verschaffen. Auf die genaue Implementierung der Wavelet-
Transformation gehe ich hier nicht n¨aher ein, da diese eine exakte Umsetzung
des in Kapitel 3.5 beschriebenen Algorithmus ist. Statt dessen folgen nun eini-
ge Auswertungen und Vergleiche, die die St¨arken und Schw¨achen der Wavelet-
Bildkompression aufzeigen.



Kapitel 6

Vergleich von
Wavelet-Kompressionsverfahren

Nachdem nun die theoretischen Grundlagen der Wavelet-Transformation und der
damit möglichen Bildkompression erl¨autert wurden, soll in diesem Kapitel der
Einfluß der Parameterwahl auf die bei einem bestimmten Kompressionsfaktor er-
reichbare Bildqualit¨at untersucht werden.
Betrachtet werden sollen insbesondere:

• Auswirkung der Wahl des Basiswavelets,

• Einfluß des Bildmaterials auf den Kompressionsgrad,

• verschiedene M¨oglichkeiten der Datenanpassung,

• Unterschiede bei der Wahl der Quantisierung,

• Auswirkung der Anzahl der durchgef¨uhrten Iterationsschritte und

• Qualität der Kompression im Vergleich mit JPEG.

6.1 Maßzahlen für die Bildqualit ät

Um einen Vergleich der Bildqualit¨at der komprimierten Bilder anstellen zu
können, ben¨otigt man eine Metrik, die den Unterschied zwischen zwei Bildern
angibt, hier speziell zwischen dem Original und dem komprimierten Bild. Dies
ist, wie sich herausstellte, kein leichtes Unterfangen, da man zwar den Abstand
zweier Bilder mit den verschiedensten Verfahren berechnen kann, die aber alle
meist eher schlecht den tats¨achlichen optischen Eindruck wiedergeben. Das heißt,
ein Bild kann nach den hier verwendeten Maßzahlen eine schlechtere Bildqua-
lit ät haben als ein anderes, obwohl ein menschlicher Betrachter dennoch das ver-
meintlich schlechtere als n¨aher am Original liegend bezeichnen w¨urde. Gerade
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die beim JPEG-Verfahren bei hohen Kompressionsraten auftretenden Blockeffek-
te sind ein gutes Beispiel hierf¨ur, da solche regelm¨aßigen Strukturen vom Auge als
störend empfunden werden; von den Maßzahlen hingegen werden sie ¨uberhaupt
nicht berücksichtigt.

DieseÜberlegungen sollte man also bei der Betrachtung der folgenden Aus-
wertungen immer im Hinterkopf behalten.

Nun zu den hier verwendeten Maßen: dem mittleren quadratischen Fehler1 und
dem sich hieraus ergebenden Signalrauschabstand2: Für die folgenden Gleichun-
gen wird ein Originalbildf [i, j] bestehend ausZ Zeilen undS Spalten betrachtet
sowie ein ebenso großes Bild̃f [i, j], welches ausf [i, j] durch Kompression ge-
wonnenen wurde und nun wieder als Bitmap vorliegt.

DEFINITION 6 (MITTLERER QUADRATISCHERFEHLER)
Der mittlere quadratische Fehler RMSE ist definiert durch

RMSE=

√√√√ 1

ZS

Z∑
i=1

S∑
j=1

(
f [i, j] − f̃ [i, j]

)2

(6.1)

Aus dem RMSE kann man dann den Signalrauschabstand wie folgt berechnen:

DEFINITION 7 (SIGNALRAUSCHABSTAND)
Der Signalrauschabstand PSNR errechnet sich durch

PSNR= 20 log10

max|f [i, j]|
RMSE

(6.2)

wobeimax|f [i, j]| der größte Wert ist, der im Bild auftreten kann.

Da hier nur Bilder mit 256 Graustufen betrachtet werden sollen, gilt also
max|f [i, j]| = 255.

6.2 Vorbemerkungen

Als Grundlage f¨ur die Vergleiche wurde das Bild
”
Lena“ in einer Auflösung von

512× 512 Punkten verwendet. Teilweise wurden aber auch andere Bilder mit ein-
bezogen, die den Typ eines nicht-nat¨urlichen Bildes repr¨asentieren (

”
Floor“ und

”
Door“). Zu den Bildern

”
Floor“ und

”
Door“ ist noch zu sagen, daß diese nur

einen Ausschnitt aus den Originalbildern darstellen, da f¨ur die Auswertungen mit

1oft auch als RMSE bezeichnet:RootMean-SquaredError
2hier wird der sog. PSNR (Peak Signal-to-NoiseRatio) verwendet. Bei Vergleichen mit in

der Literatur angegebenen Werten muß ber¨ucksichtigt werden, daß auch andere Arten des Signal-
rauschabstands gebr¨auchlich sind. Siehe auch [7, Seite 110] und [10, Seite 2].
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dem bereits vorgestellten Programm zur Wavelet-Bildkompression Bilder mit ei-
ner horizontalen und vertikalen Aufl¨osung ben¨otigt werden, die eine Zweierpotenz
sind.

Alle verwendeten Bilder sind im Anhang A abgebildet.

In diesem Kapitel wird des ¨ofteren von
”
natürlichen“ und

”
künstlichen“ Bil-

dern gesprochen. Unter
”
natürlich“ sollen hier Bilder verstanden werden, die ¨ahn-

lich dem Bild
”
Lena“ sind, das heißt Bilder mit relativ weichen Farb¨ubergängen,

die meist durch Digitalisierung einer Photographie entstanden sind (oder auch
durch Raytracing). Ein

”
künstliches“ Bild ist ein Bild, welches einer technischen

Zeichnungähnlich ist, es besitzt also sehr viele, mehr oder wenige dicke, schwar-
ze Linien oder B¨ogen auf weißem Grund (oder nat¨urlich auch umgekehrt).

Zu den in den folgenden Kapiteln abgedruckten Ergebnissen der Auswertun-
gen muß außerdem angemerkt werden, daß der bei einem bestimmten Kompres-
sionsgrad erreichte Signalrauschabstand nicht direkt mit den Ergebnissen ande-
rer Kompressionsverfahren (JPEG, fraktale Bildkompression) verglichen werden
kann, da nach der Laufl¨angencodierung keine Huffman-Codierung mehr durch-
geführt wurde, weshalb die Werte teilweise schlechter erscheinen als sie eigent-
lich sind. Ein kurzer Vergleich mit JPEG wurde dennoch vorgenommen, mehr
dazu folgt in Kapitel 6.7.

Bei fast allen Diagrammen wurde der Signalrauschabstand (PSNR) ¨uber
dem Kompressionsgrad angetragen. Der Kompressionsgrad wurde vom Pro-
gramm als Quotient aus dem Speicherplatzbedarf des Bildes als Bitmap und dem
Speicherplatzbedarf des Bildes nach Wavelet-Transformation, Quantisierung und
Lauflängencodierung errechnet. Hierbei ist zu beachten, daß nur der Speicherplatz
des eigentlichen Bildes (das heißt ohne Header etc.) im Hauptspeicher ber¨ucksich-
tigt wurde, und nicht etwa die Dateigr¨oße auf der Festplatte.

Um den Kompressionsgrad in großen Schritten zu beeinflussen ist es n¨otig
die Einstellungen zur Quantisierung (also die Anzahl der verwendeten Bit) zu
verändern. Um dennoch zwischen den einzelnen Messungen Vergleiche anstellen
zu können, wurden die Einstellungen f¨ur die Quantisierung immer gleich gelas-
sen, auch wenn dadurch die erreichbare Bildqualit¨at bei einem bestimmten Kom-
pressiongrad etwas schlechter ausf¨allt als es mit anderen Einstellungen m¨oglich
gewesen w¨are (betrifft speziell die Anzahl der Bit zur Laufl¨angencodierung).

Um festzustellen, wie stark sich die Kompressionsrate durch die Quantisie-
rung beeinflussen l¨aßt, wurden zun¨achst 60 Bildkompressionen mit dem Bild

”
Le-

na“ mit verschiedenen Einstellungen f¨ur die Quantisierung (getrennt nach Fre-
quenzbändern) und der Anzahl der Bit zur Laufl¨angencodierung durchgef¨uhrt.
Die Ergebnisse dieses Tests sollen hier allerdings nicht alle angegeben werden,
da sie nur dazu dienen sollten, die in den folgenden Kapiteln beschriebenen Mes-
sungen vorzubereiten, das heißt es sollten Meßpunkte ermittelt werden, mit denen
der Kompressionsgrad ge¨andert werden kann. Diese Werte f¨ur die Quantisierung
wurden bei allen Auswertungen dann immer wieder verwendet.
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In den Tabellen wurde die zur Kompression ben¨otigte Rechenzeit nicht mit
aufgenommen. Dies liegt zum einen daran, daß diese bei allen Einstellungen in et-
wa gleich ist und zum gr¨oßten Teil von der Bildgr¨oße und der Art der Datenanpas-
sung abh¨angt. Für ein Bild der Größe512×512 Punkte mit Datenanpassung durch
Auff üllen mit Nullen werden insgesamt (also f¨ur Transformation, Quantisierung
und inverse Transformation) ungef¨ahr eineinhalb Minuten ben¨otigt. Würde man
kleinere Bilder verwenden (256×256 Punkte), so sind die Rechenzeiten bei sonst
gleichen Einstellungen wesentlich geringer (ca. 15 Sekunden). Der große Unter-
schied liegt vor allem darin begr¨undet, da das Programm zur Speicherung der Ko-
effizienten Variablen vom Typdoubleverwendet, die einen Speicherplatz von je
acht Byte ben¨otigen. Es wird also sehr viel Speicher zur Transformation ben¨otigt,
wobei bei kleinen Bildern der physikalische Speicher noch ausreicht, bei gr¨oßeren
hingegen muß das Betriebssystem Speicherbereiche auf die Festplatte auslagern,
wodurch nat¨urlich erhebliche Geschwindigkeitseinbußen entstehen. Die Werte f¨ur
die verschieden großen Bilder sind also nicht direkt miteinander vergleichbar. Die
Rechenzeiten sind auch von daher nicht unbedingt ein Maßstab f¨ur Vergleiche mit
anderen Kompressionsverfahren, da das Programm aus Gr¨unden derÜbersicht-
lichkeit nicht alle möglichen Optimierungen ausnutzt.

Die angegeben Zeiten beziehen sich auf einen Rechner mit 40 MB Hauptspei-
cher und Pentium-100 CPU unter Windows NT 4.0.

Alle hier enthaltenen Diagramme wurden mit Microsoft Excel 7.0 erstellt.
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6.3 Auswirkungen der Wahl des Basiswavelets

Zunächst wurde untersucht, wie die Wahl eines Wavelets die Bildqualit¨at bei ver-
schiedenen Kompressionsfaktoren beeinflußt. Der Kompressionsgrad wurde, wie
auch bei allen anderen Auswertungen ¨uber die Quantisierung ge¨andert. Um ver-
gleichbare Werte zu erhalten, wurden immer die gleichen Einstellungen f¨ur die
Quantisierung gew¨ahlt. Aus diesem Grund entstehen Werte f¨ur Kompressions-
grad und PSNR, die in der Tabelle nicht direkt miteinander vergleichbar sind, da
sich allein durchÄnderung des Wavelets beide ¨andern; daher ist der graphische
Vergleich anhand des Diagramms besser geeignet.

Die konstanten Parameter bei der ersten Auswertung sind:

• das Bild: Lena,512 × 512

• die Anzahl der Iterationsschritte: 5

• die Art der Datenanpassung: mit Nullen aufgef¨ullt

• die Position des Bildes in den erweiterten Daten: rechts oben

• die Art der Quantisierung: getrennt nach Frequenzb¨andern mit einem Faktor
von 2 für das Nullintervall

In Tabelle 6.1 sind alle ermittelten Werte abgedruckt, wobei die ungef¨ahre
Größe des Kompressionsgrades durch die Quantisierungseinstellungen beeinflußt
wurde, die jeweils in der ersten Zeile vor den Daten f¨ur die einzelnen Wavelets
stehen. Die Wavelets, mit denen Kompressionen durchgef¨uhrt wurden, sind3:

• Haar-Wavelet,

• Daubechies-Wavelets mit 4, 6, 8 und 20 Filterkoeffizienten (D-4, D-6, D-8,
D-20),

• Coifman-Wavelets mit 6 und 12 Filterkoeffizienten (C-6, C-12) und

• Beylkin-Wavelet mit 18 Filterkoeffizienten (B-18).

Die in der Tabelle enthaltenen Daten sind in Abbildung 6.1 graphisch dargestellt.
Da die Kurven allerdings meist sehr eng zusammenliegen, wurden Vergr¨oßerun-
gen des Diagramms bei niedrigen und mittleren Kompressionsgraden gemacht,
die in den Abbildungen 6.2 bzw. 6.3 zu sehen sind. Als Ergebnis kann f¨ur das
Bild

”
Lena“ festgehalten werden:

Bei niedrigen Kompressionsraten (bis ca. 10:1) hat die Wahl des Basiswa-
velets relativ wenig Auswirkungen auf die Bildqualit¨at, sofern nicht gerade das

3die zugeh¨origen Filterkoeffizienten sowie die Graphen der Wavelets und der Skalierungsfunk-
tionen sind im Anhang C abgedruckt
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Haar-Wavelet benutzt wurde. Dies ¨andert sich mit zunehmender Kompressions-
rate immer mehr, wobei die Unterschiede allerdings auch dann nur ungef¨ahr 1dB
betragen, was nat¨urlich nicht unbedingt viel ¨uber die tats¨achliche Bildqualität aus-
sagen muß. Bei Kompressionraten ab 50:1 werden die Unterschiede noch gr¨oßer;
da die Bildqualität dann aber bereits sehr schlecht ist, sind diese Werte eher theo-
retischer Natur.

Zu beobachten ist beim Haar-Wavelet weiterhin ein
”
Blockeffekt“ bei hohen

Kompressionsraten, wie er in ¨ahnlicher Form auch bei JPEG auftritt; die Ursache
liegt im Aussehen des Haar-Wavelets, welches sehr stark von null ansteigt und
auch wieder steil abf¨allt. Die Blöcke beim Haar-Wavelet sind allerdings unter-
schiedlich groß, weshalb sie vielleicht nicht ganz so st¨orend empfunden werden
wie bei JPEG4.

Bei Verwendung anderer Wavelets treten zwar keine Blockstrukturen auf, aber
die durch die Quantisierung entstandenen Artefakte ¨außern sich ebenfalls in Form
eines Effekts, der in der englischsprachigen Literatur auch als

”
ringing around

edges“ bezeichnet wird, was den Sachverhalt ganz gut beschreibt5. Dieser Ef-
fekt wird mit zunehmender Anzahl der Filterkoeffizienten eines Wavelets immer
stärker, weshalb solche Wavelets auch eher ungeeignet f¨ur die Bildkompression
sind. Der PSNR eines komprimierten Bildes wird hierdurch nat¨urlich teilweise
stärker beeinflußt, als es vom optischen Eindruck her erscheint. Dies ist besonders
bei Vergleichen mit JPEG zu beachten.

Zu Abbildung 6.6 muß noch angemerkt werden, daß die Kompressionsra-
ten zwischen den mit dem Haar-Wavelet komprimierten Bildern nicht ganz ver-
gleichbar sind mit denen, die mit dem D-6-Wavelet komprimiert wurden; dies
liegt einfach daran, daß die Messungen immer mit den gleichen Einstellungen f¨ur
die Quantisierung durchgef¨uhrt wurden. Vergleichbar sind dagegen die ermittel-
ten Werte für den Signalrauschabstand, weshalb man gut die Unterschiede in der
Bildqualität bei Verwendung verschiedener Wavelets bei gleichem PSNR sehen
kann.

4vgl. hierzu auch Abbildung 6.6 mit Abbildung 6.17, wobei allerdings die Kompressionsraten
nicht vergleichbar sind (siehe Kapitel 6.7).

5siehe hierzu auch Abbildung 6.6
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Wavelet Kompressionsgrad RMSE PSNR
Bit pro Band: 6,7,8; Laufl¨ange: 8,7,6,5

Haar 1,677 1,811 42,974
D-4 1,641 1,698 43,532
D-6 2,103 2,072 41,801
D-8 2,126 2,091 41,722
D-20 1,572 1,686 43,590
C-6 2,206 2,124 41,589
C-12 1,874 1,919 42,470
B-18 1,570 1,682 43,612

Bit pro Band: 4,5,6,7,8; Laufl¨ange: 10,8,7,7,6
Haar 6,204 4,535 35,000
D-4 6,829 3,946 36,208
D-6 2,103 2,072 41,801
D-8 2,126 2,091 41,722
D-20 1,572 1,686 43,590
C-6 2,206 2,124 41,589
C-12 1,874 1,919 42,470
B-18 1,570 1,682 43,612

Bit pro Band: 3,3,4,6,7; Laufl¨ange: 11,9,8,7
Haar 17,338 8,795 29,246
D-4 18,313 7,422 30,720
D-6 22,616 8,116 29,944
D-8 22,308 7,899 30,180
D-20 18,804 7,661 30,445
C-6 23,205 8,380 29,666
C-12 23,092 8,046 30,019
B-18 19,071 7,706 30,394

Bit pro Band: 2,2,4,7,8; Laufl¨ange: 13,11,8,7
Haar 29,772 10,744 27,508
D-4 26,900 9,097 28,952
D-6 28,389 9,593 28,492
D-8 28,426 9,481 28,594
D-20 25,695 9,587 28,497
C-6 29,806 9,787 28,318
C-12 29,925 9,228 28,829
B-18 25,062 9,356 28,709

Bit pro Band: 2,2,4,5,7; Laufl¨ange: 13,11,8,7
Haar 35,358 11,012 27,293
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Wavelet Kompressionsgrad RMSE PSNR
D-4 32,165 9,443 28,628
D-6 34,575 9,917 28,203
D-8 35,244 9,846 28,265
D-20 31,675 9,928 28,194
C-6 36,238 10,060 28,079
C-12 37,443 9,600 28,486
B-18 30,968 9,686 28,408

Bit pro Band: 2,2,3,4,7; Laufl¨ange: 13,11,8,7
Haar 47,741 12,660 26,082
D-4 42,800 11,205 27,143
D-6 47,968 11,595 26,846
D-8 48,277 11,467 26,942
D-20 45,143 11,597 26,844
C-6 50,325 11,787 26,703
C-12 51,552 11,426 26,973
B-18 43,778 11,554 26,876

Bit pro Band: 2,2,2,3,4; Laufl¨ange: 13,11,9,7
Haar 74,749 18,571 22,754
D-4 63,504 18,345 22,860
D-6 78,486 18,787 22,654
D-8 84,836 18,955 22,576
D-20 80,610 19,361 22,392
C-6 86,090 18,279 22,892
C-12 87,850 18,656 22,714
B-18 81,361 20,054 22,087

Tabelle 6.1: Abh¨angigkeit der Bildqualit¨at vom Basiswavelet (
”
Lena“)

Da sich bei einer sp¨ateren Messung herausstellte, daß sich Bilder mit schwar-
zen Linien, hier speziell die Bilder

”
Floor“ und

”
Door“, wesentlich schlechter

komprimieren lassen als das Bild
”
Lena“, wurde auch der Einfluß des zur Trans-

formation verwendeten Wavelets auf diesen Bildtyp untersucht. Die Parameter
waren die gleichen wie bei der ersten Auswertung mit

”
Lena“; es wurden ledig-

lich weniger Messungen durchgef¨uhrt. Die Daten f¨ur
”
Floor“ sind in Tabelle 6.2

enthalten, diejenigen des Bildes
”
Door“ in Tabelle 6.3. Eine graphische Darstel-

lungen der Daten zeigen die Abbildungen 6.4 bzw. 6.5.

Das Verhalten der beiden Bilder ist ¨ahnlich, wenn man auch sagen muß, daß
sich das Bild

”
Door“ noch schlechter komprimieren l¨aßt als

”
Floor“. Zunächst

fällt auf, daß sich beide Bilder wesentlich schlechter komprimieren lassen als zum
Beispiel

”
Lena“, was doch etwas ¨uberrascht, da gerade die Eignung der Wavelet-

Bildkompression f¨ur jeden Bildtyp in der Literatur immer wieder herausgestellt
wird. Für eine nähere Betrachtung der Abh¨angigkeit der erreichbaren Kompres-
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Abbildung 6.1: Diagramm: Abh¨angigkeit der Bildqualit¨at vom Basiswavelet (
”
Le-

na“)

sionsraten vom Typ des Bildes m¨ochte ich den Leser jedoch auf Kapitel 6.6 ver-
weisen. Daß Wavelets zur Kompression solcher Bilder immer noch besser geeig-
net sind als JPEG, zeigt sich in Kapitel 6.7.

Auffallend bei den beiden Bildern
”
Floor“ und

”
Door“ ist, daß sie sich genau

anders verhalten als das Bild
”
Lena“: Das Haar-Wavelet ist sehr gut zur Bildkom-

pression geeignet, w¨ahrend die Bildqualit¨at bei gleichem Kompressionsgrad bei
der Verwendung von anderen Wavelets (hier D-4 und D-6) doch ein ganzes St¨uck
schlechter ist. Als Beispiel hierf¨ur sind in Abbildung 6.7 komprimierte Versionen
von

”
Floor“ zu sehen, die auf sechs verschiedene Arten entstanden sind. Die Bil-

der auf der linken Seite wurden mit dem Haar-Wavelet komprimiert, die auf der
rechten Seite mit dem D-6-Wavelet. Bei den Bildern dieser Abbildung sind die
Kompressionsraten vergleichbar, wodurch die Unterschiede in der Bildqualit¨at bei
den beiden Wavelets deutlich sichtbar werden. Besonders auff¨allig ist bei höheren
Kompressionsraten, daß ehemals weiße Fl¨achen im Bild nun einen Grauschleier
haben.
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Wavelet Kompressionsgrad RMSE PSNR

Bit pro Band: 6,7,8; Laufl¨ange: 8,7,6,5
Haar 4,778 1,076 47,493
D-4 3,356 1,651 43,775
D-6 3,052 2,171 41,399

Bit pro Band: 4,5,6,7,8; Laufl¨ange: 10,8,7,7,6
Haar 6,611 2,966 38,688
D-4 5,277 6,024 32,533
D-6 5,122 7,113 31,089

Bit pro Band: 3,3,4,6,7; Laufl¨ange: 11,9,8,7
Haar 8,971 9,788 28,317
D-4 8,687 14,125 25,131
D-6 8,608 16,515 23,773

Bit pro Band: 2,2,4,7,8; Laufl¨ange: 13,11,8,7
Haar 13,165 21,496 21,483
D-4 13,636 25,925 19,857
D-6 13,617 28,930 18,904

Tabelle 6.2: Abh¨angigkeit der Bildqualit¨at vom Basiswavelet (
”
Floor“)
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Abbildung 6.4: Diagramm: Abh¨angigkeit der Bildqualit¨at vom Basiswavelet
(
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Wavelet Kompressionsgrad RMSE PSNR

Bit pro Band: 6,7,8; Laufl¨ange: 8,7,6,5
Haar 3,585 1,327 45,676
D-6 2,387 1,864 42,720

Bit pro Band: 4,5,6,7,8; Laufl¨ange: 10,8,7,7,6
Haar 4,690 4,631 34,817
D-6 3,864 8,198 29,857

Bit pro Band: 3,3,4,6,7; Laufl¨ange: 11,9,8,7
Haar 5,905 11,255 27,104
D-6 5,932 20,331 21,968

Bit pro Band: 2,2,4,7,8; Laufl¨ange: 13,11,8,7
Haar 6,738 22,453 21,105
D-6 8,508 41,435 15,783

Tabelle 6.3: Abh¨angigkeit der Bildqualit¨at vom Basiswavelet (
”
Door“)
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(a) Haar, 6,2:1, 35dB

            

(b) D-6, 8,5:1, 35,3dB

            

(c) Haar, 17,3:1, 29,2dB

            

(d) D-6, 22,6:1, 29,9dB

            

(e) Haar, 47,1:1, 26,1dB

            

(f) D-6, 48:1, 26,8dB

Abbildung 6.6:
”
Lena“ komprimiert mit Haar-Wavelet und D-6-Wavelet
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(a) Haar, 4,8:1, 47,5dB

            

(b) D-6, 5,1:1, 31,1dB

            

(c) Haar, 9:1, 28,3dB

            

(d) D-6, 8,6:1, 23,8dB

            

(e) Haar, 13,1:1, 21,5dB

            

(f) D-6, 13,6:1, 18,9dB

Abbildung 6.7:
”
Floor“ komprimiert mit Haar-Wavelet und D-6-Wavelet
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6.4 Auswirkungen der Datenanpassung

In diesem Kapitel m¨ochte ich anhand einiger Auswertungen kurz erl¨autern,
warum bei allen Messungen als Art der Datenanpassung

”
mit Nullen aufgefüllt“

und als Position des Originalbildes in den erweiterten Daten
”
rechts oben“ gew¨ahlt

wurde. Der Grund ist nat¨urlich, daß sich mit diesen Einstellungen die beste Bild-
qualität bei gleicher Kompressionsrate erreichen l¨aßt.

Folgende Parameter wurden f¨ur die folgenden Messungen konstant gelassen:

• das Bild: Lena,512 × 512

• das Wavelet: D-6

• die Anzahl der Iterationsschritte: 5

• die Art der Quantisierung: getrennt nach Frequenzb¨andern mit einem Faktor
von 2 für das Nullintervall, (4,5,6,7,8) Bit pro Band und (10,8,7,7,6) Bit f¨ur
die Lauflänge

Geändert wurde einmal die Position des Bildes innerhalb der erweiterten Daten
und einmal die Art der Datenanpassung.

Zunächst zur Bildposition. F¨ur die Ermittlung der in Tabelle 6.4 enthaltenen
Werte wurde als Datenanpassung

”
mit Nullen aufgefüllt“ gewählt, die Bildposi-

tion wurde jeweils ge¨andert. Der Inhalt der Tabelle ist in Form eines Balkendia-
gramms in Abbildung 6.8 auch graphisch dargestellt, wobei sich die in der Tabelle
in Spalte

”
Position“ in Klammern angegebene Nummer auf die Beschriftung der

horizontalen Achse der Abbildung bezieht.

Es zeigt sich, daß die beste Position des Bildes im rechten oberen Eck ist, da
die Koeffizienten, die verloren gehen, sich am linken und am unteren Rand befin-
den. Unterschiede zwischen den Positionen

”
Mitte“ und

”
rechts oben“ werden bei

dieser Messung nicht sichtbar, da sich die verlorengegangenen Koeffizienten nicht
bis zur Mitte des Bildes auswirken. Dies ist erst bei Wavelets mit mehr Filterko-
effizienten der Fall, da bei einer gr¨oßeren Zahl an Filterkoeffizienten auch mehr
Daten an den R¨andern verloren gehen.

Abbildung 6.10 zeigt das Bild
”
Lena“ mit verschiedenen Werten f¨ur die Bild-

position komprimiert.

Nun soll die Bildposition gleich bleiben, sofern sie ¨uberhaupt ben¨otigt wird
(rechts oben) und die Art der Datenanpassung wird ge¨andert. Die Ergebnisse be-
finden sich in Tabelle 6.5, das zugeh¨orige Balkendiagramm zeigt Abbildung 6.9.

Wie man sieht, ist eine Erweiterung der Daten dringend n¨otig, da die Ergeb-
nisse bei

”
keine Datenanpassung“ und

”
künstlich periodisch“ doch sehr unbefrie-

digend ausfallen. Der Kompressionsgrad ist beim Auff¨ullen der Daten mit Nul-
len und sonst gleichgebliebenen Parametern der gleiche, es wird jedoch eine we-
sentlich bessere Bildqualit¨at erreicht. Dies mag im ersten Moment verwunderlich
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Position Kompressionsgrad RMSE PSNR

rechts oben (1) 8,518 4,362 35,337
links oben (2) 8,970 15,960 24,070

rechts unten (3) 8,472 17,908 23,070
links unten (4) 8,569 23,531 20,698

Mitte (5) 8,518 4,362 35,337

Tabelle 6.4: Einfluß der Position des Bildes in den erweiterten Daten
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Abbildung 6.8: Diagramm: Einfluß der Position des Bildes in den erweiterten Da-
ten: (1) rechts oben, (2) links oben, (3) rechts unten, (4) links unten, (5) Mitte

erscheinen, da wegen der Datenanpassung die Menge der zu komprimierenden
Bildpunkte um den Faktor Vier zugenommen hat. Dies wird jedoch durch die
Lauflängencodierung wieder wettgemacht.

Eben diese Laufl¨angencodierung ist bei den Einstellungen
”
reflektiert“ und

”
periodisch“ nicht m¨oglich, weshalb die Kompressionsrate auch wesentlich klei-

ner ist als vorher, wogegen die Bildqualit¨at etwas besser ist. Auch hier wurden
wieder alle anderen Parameter beibehalten.

Die hier ermittelten Daten lassen allerdings noch nicht den Schluß zu, daß
für eine gute Bildqualit¨at auch eine Erweiterung der Daten zwingend erforder-
lich ist, obwohl dies bei den hier vorgestellten Verfahren tats¨achlich der Fall ist.
Es besteht immer noch die M¨oglichkeit eine Datenanpassung ohne Erweiterung
vorzunehmen, zum Beispiel mit Hilfe der SET-Methode6, über die jedoch leider

6siehe auch Kapitel 4.3
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keine näheren Informationen zu bekommen waren.

Auch für diese Auswertung ist in Abbildung 6.11 das Bild
”
Lena“ gezeigt,

komprimiert mit verschiedenen Werten f¨ur die Bildposition.

Datenanpassung Kompressionsgrad RMSE PSNR

keine (1) 9,160 23,531 20,698
künstlich periodisch (2) 8,139 23,009 20,893
mit Nullen aufgefüllt (3) 8,518 4,362 35,337

reflektiert (4) 2,410 4,217 35,631
periodisch (5) 2,300 4,159 35,752

Tabelle 6.5: Auswirkungen der Art der Datenanpassung
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Abbildung 6.9: Diagramm: Auswirkungen der Art der Datenanpassung: (1) keine,
(2) künstlich periodisch, (3) mit Nullen aufgef¨ullt, (4) reflektiert, (5) periodisch
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(a) links oben, 9:1, 24,1dB

            

(b) rechts oben, 8,5:1, 35,3dB

            

(c) links unten, 8,6:1, 20,7dB

            

(d) rechts unten, 8,5:1, 23,1dB

Abbildung 6.10:
”
Lena“ komprimiert mit verschiedenen Positionen des Bildes in

den erweiterten Daten; die Position
”
Mitte“ fehlt hier, da sie mit

”
rechts oben“

identisch ist.
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(a) keine, 9,2:1, 20,7dB

            

(b) künstl. periodisch, 8,1:1,
23dB

            

(c) Nullen, 8,5:1, 35,3dB

            

(d) reflektiert, 2,4:1, 35,6dB

            

(e) periodisch, 2,3:1, 35,8dB

Abbildung 6.11:
”
Lena“ komprimiert mit verschiedenen Arten der Datenanpas-

sung
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6.5 Auswirkungen der Quantisierung

Nun wird untersucht, wie sich die verschiedenen Einstellungen f¨ur die Quantisie-
rung auf die erreichbare Kompressionsrate und Bildqualit¨at auswirken. Folgende
Parameter blieben hierbei immer konstant:

• das Bild: Lena,512 × 512

• das Wavelet: D-6

• die Art der Datenanpassung: mit Nullen aufgef¨ullt

• die Position des Bildes in den erweiterten Daten: rechts oben

Verändert wurden zun¨achst die Einstellungen f¨ur die Quantisierung, wobei der
Faktor für die Größenänderung des Nullintervalls gleich blieb (2). Es wurden Da-
ten ermittelt für verschiedene Schwellwerte, globale und nach Frequenzb¨andern
getrennte Quantisierung. Um Unterschiede in der Wirkung der globalen und ge-
trennten Quantisierung zeigen zu k¨onnen, wurden hierf¨ur ebenfalls verschiedene
Meßreihen mit verschiedenen Iterationstiefen ermittelt. Die Ergebnisse sind in
Tabelle 6.6 enthalten. Zu den bei

”
Schwelle“ für die Anzahl der Bit zur Quanti-

sierung bzw. Laufl¨angencodierung in Klammern angegebenen Werten (32) ist zu
sagen, daß diese nicht direkt eingestellt werden k¨onnen, da bei Quantisierung mit
Schwellwert alle Koeffizienten und Laufl¨angen in der Gr¨oße einer Integer-Zahl
(32 Bit) gespeichert werden. Eine graphische Darstellung der Ergebnisse befindet
sich in Abbildung 6.12.

Beim Betrachten der Kurven f¨allt zunächst auf, daß die Quantisierung mit
Schwellwert die schlechteste M¨oglichkeit ist. Bei der globalen Quantisierung sieht
man, daß die bei einer bestimmten Kompressionsrate erreichbare Bildqualit¨at
stark von der Anzahl der durchgef¨uhrten Iterationsschritte abh¨angt. Je weniger
Schritte verwendet wurden, desto h¨oher der Signalrauschabstand. Dies liegt dar-
an, daß bei jedem Schritt die Koeffizienten betragsm¨aßig immer gr¨oßer werden,
weshalb bei gleichbleibender globaler Quantisierung die Intervalle immer gr¨oßer
werden, wodurch die Quantisierungsfehler ebenfalls gr¨oßer werden.

Dieser Effekt tritt bei Verwendung der getrennten Quantisierung nicht auf,
weshalb die Meßkurven hier auch bei ver¨anderter Schrittzahl deutlich sichtbar
enger zusammenliegen.

Das Bild
”
Lena“, komprimiert mit verschiedenen Arten der Quantisierung

wird in Abbildung 6.14 gezeigt.

Jetzt wurde die Gr¨oße des Quantisierungsintervalls ver¨andert, in dem die Null
liegt; hierzu wurden verschiedene Werte f¨ur den

”
Nullfaktor“ verwendet, wobei

eine Quantisierung getrennt nach B¨andern mit den gleichen Werten wie schon
früher durchgef¨uhrt wurde. Tabelle 6.7 enth¨alt die ermittelten Werte, die graphi-
sche Darstellung befindet sich in Abbildung 6.13.
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Abbildung 6.12: Diagramm: Einfluß der Art der Quantisierung

Es zeigt sich, daß ein Faktor gr¨oßer als Zwei bei Kompressionsraten bis un-
gefähr 20:1 das Ergebnis negativ beeinflußt. Werden h¨ohere Kompressionsraten
gewünscht, so empfiehlt sich evtl. ein Wechsel vom Faktor Zwei zum Faktor Vier
oder Sechs, wobei dies aber keine gravierenden Unterschiede machen d¨urfte, da
die Kurven doch recht eng beieinander liegen.
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Abbildung 6.13: Diagramm: Einfluß der Gr¨oße des Nullintervalls
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Quantisierung Bit Bit Anz. Komp.- RMSE PSNR
Quant. Lauflänge Iterat. grad

ganze Zahlen (32) (32) 5 0,224 0,286 59,015

Schwelle: 10 (32) (32) 5 1,098 3,136 38,202
Schwelle: 20 (32) (32) 5 1,972 4,587 34,900
Schwelle: 50 (32) (32) 5 4,397 7,650 30,458
Schwelle: 100 (32) (32) 5 8,893 11,246 27,111

global 10 10 3 0,906 1,110 47,226
global 8 8 3 3,842 3,167 38,117
global 7 10 3 7,697 4,609 34,859
global 6 10 3 14,831 6,705 31,603
global 4 10 3 50,471 13,667 25,418
global 10 10 5 3,082 3,054 38,432
global 8 8 5 9,527 6,560 31,792
global 7 10 5 21,950 9,541 28,539
global 6 10 5 44,401 13,812 25,326
global 10 10 7 7,753 5,651 33,089
global 7 10 7 17,995 12,160 26,432
global 6 10 7 56,134 16,939 23,553
global 4 10 7 89,347 22,965 20,910

getrennt 6,7,8 8,7,6,5 3 2,171 2,076 41,785
getrennt 4,5,6,7,8 10,8,7,7,6 3 9,594 5,097 33,984
getrennt 3,3,4,6,7 11,9,8,7 3 30,990 11,714 26,756
getrennt 2,2,4,7,8 13,11,8,7 3 51,130 12,876 25,935
getrennt 6,7,8 8,7,6,5 5 2,103 2,072 41,801
getrennt 4,5,6,7,8 10,8,7,7,6 5 8,518 4,362 35,337
getrennt 3,3,4,6,7 11,9,8,7 5 22,616 8,116 29,944
getrennt 2,2,4,7,8 13,11,8,7 5 28,389 9,593 28,492
getrennt 6,7,8 8,7,6,5 7 2,098 2,040 41,940
getrennt 4,5,6,7,8 10,8,7,7,6 7 8,427 4,347 35,366
getrennt 3,3,4,6,7 11,9,8,7 7 21,975 8,073 29,990
getrennt 2,2,4,7,8 13,11,8,7 7 27,387 9,585 28,499

Tabelle 6.6: Einfluß der Art der Quantisierung
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Nullfaktor Kompressionsgrad RMSE PSNR

Bit pro Band: 6,7,8; Laufl¨ange: 8,7,6,5
2 2,103 2,072 41,801
4 3,893 3,172 38,105
6 5,144 4,057 35,968
10 6,962 5,657 33,080
20 10,109 9,519 28,894

Bit pro Band: 4,5,6,7,8; Laufl¨ange: 10,8,7,7,6
2 8,518 4,362 35,337
4 13,248 5,927 32,673
6 16,918 7,234 30,945
10 22,280 9,273 28,786
20 31,398 13,205 25,716

Bit pro Band: 3,3,4,6,7; Laufl¨ange: 11,9,8,7
2 22,616 8,116 29,944
4 34,680 10,548 27,667
6 43,294 12,396 26,265
10 54,613 15,093 24,556
20 77,260 20,460 21,913

Bit pro Band: 2,2,4,7,8; Laufl¨ange: 13,11,8,7
2 28,389 9,593 28,492
4 38,449 11,259 27,101
6 46,315 12,446 26,230
10 58,593 14,004 25,206
20 78,557 16,667 23,694

Tabelle 6.7: Einfluß der Gr¨oße des Nullintervalls
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(a) global, 7,8:1, 33,1dB

            

(b) getrennt, 8,4:1, 35,3dB

            

(c) global, 22:1, 28,5dB

            

(d) getrennt, 22,6:1, 29,9dB

Abbildung 6.14:
”
Lena“ komprimiert mit globaler und nach Iterationsschritten

getrennter Quantisierung
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6.6 Auswirkungen des Bildmaterials

Es stellt sich die Frage, ob die Kompression von Bildern mit Wavelets f¨ur alle
Arten von Bildern gleichermaßen gut geeignet ist, oder ob es, abh¨angig vom Typ
des Bildes, Unterschiede im erreichbaren Kompressionsgrad bzw. der Bildqua-
lit ät gibt. Auf diesen Punkt wurde bereits in Kapitel 6.3 kurz eingegangen, wo der
Einfluß des Basiswavelets auf die Kompressionsrate untersucht wurde. Es stell-
te sich heraus, das nicht ein einziges Wavelet f¨ur jedes Bild verwendet werden
sollte, sondern daß sich die Auswahl nach dem zu komprimierenden Bild richten
muß. Der Ausl¨oser für die dort durchgef¨uhrten Messungen waren dabei die nun
vorgestellten Ergebnisse. Es sollten, bei sonst gleicher Parameterwahl, verschie-
dene Bilder komprimiert werden. Erfaßt wurden dann die bei einer bestimmten
Einstellung erreichte Kompressionsrate und Bildqualit¨at.
Verwendet wurden die folgenden Parameter:

• Anzahl der Iterationsschritte: 5

• Art der Datenanpassung: mit Nullen aufgef¨ullt

• Position des Bildes in den erweiterten Daten: rechts oben

• Art der Quantisierung: getrennt nach Frequenzb¨andern mit einem Faktor
von Zwei für das Nullintervall und unterschiedlich starken Quantisierungen
zur Änderung des Kompressionsgrades

Mit diesen Einstellungen sollten sechs verschiedene Bilder mit unterschiedlichen
Charakteristiken komprimiert werden. Darunter befinden sich drei

”
natürliche“

Bilder, also Bilder wie sie durch eine Photographie entstehen (Lena, Boat, Pep-
pers) und zwei Bilder, die in die Richtung von technischen Zeichnungen gehen,
die also sehr viele schwarze Linien in unterschiedlichen St¨arken auf weißem
Grund enthalten (Floor, Door). Das letzte Bild (Mandrill) spielt eine Sonderrol-
le, da es zwar auch ein

”
natürliches“ Bild ist, es aber sehr viele, teilweise starke

Änderungen der Pixelwerte im Fell um das Gesicht herum enth¨alt (siehe auch
Abbildung im Anhang A).

Tabelle 6.8 enth¨alt die Ergebnisse der Auswertung, die dazugeh¨orenden Kur-
ven befinden sich in Abbildung 6.15. Das Ergebnis sieht wie folgt aus:

Am besten komprimieren ließen sich die Bilder
”
Lena“ und

”
Peppers“, das

Bild
”
Boat“ erreichte bei gleichen Kompressionsraten einen etwas schlechteren

PSNR, es bewegt sich aber dennoch etwa im selben Rahmen wie die beiden erst-
genannten.

Nicht unbedingt ¨uberraschend ist das Ergebnis f¨ur
”
Mandrill“, da nach der

Transformation dieses Bildes bedingt durch die starkenÄnderungen der Grau-
werte wesentlich weniger Nullkoeffizienten bei hohen Frequenzen auftreten als
bei den ersten drei Bildern. Daher war es zu erwarten, daß die Meßkurve un-
terhalb derjenigen der obigen Bilder liegt. Dennoch fallen die Werte ein ganzes
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Stück schlechter aus als zun¨achst angenommen. Hierzu ist allerdings anzumerken,
daß gerade bei diesem Bild der Signalrauschabstand die tats¨achlichen Verh¨altnis-
se schlecht wiedergibt, däAnderungen der Grauwerte im Fell des

”
Mandrill“ vom

Auge auch bei relativ großen Abweichungen fast nicht wahrgenommen werden.
Die Bilder

”
Floor“ sowie

”
Door“ gehen tendenziell in die gleiche Richtung

wie die von
”
Mandrill“, bis zu Kompressionsraten von ungef¨ahr 4:1 bzw. 8:1 lie-

fern sie sogar bessere Ergebnisse. Im Gegensatz zu
”
Mandrill“, wo die Kurve

mit zunehmendem Kompressionsgrad flacher wird, nimmt die Steigung bei die-
sen beiden Bildern nicht so stark ab. Bei (f¨ur diese Bilder) hohen Kompressions-
raten werden die Fehler im Bild durch Grauschlieren auf dem weißen Hintergrund
sichtbar, die schwarzen Linien verschmieren sozusagen.

Da das Ergebnis an dieser Stelle so schlecht ausfiel, wurden anschließend die
bereits vorgestellten Versuche mit dem Haar-Wavelet durchgef¨uhrt, wo die Er-
gebnisse deutlich besser sind als hier. Es sind jedoch auch damit keine so hohen
Kompressionsgrade erreichbar wie mit

”
Lena“.

Es bleibt also festzuhalten, daß sich
”
natürliche“ Bilder mit Wavelet-

Bildkompressionsverfahren wesentlich besser komprimieren lassen als k¨unstlich
erzeugte, wie die hier vorliegenden

”
Floor“ und

”
Door“.
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Abbildung 6.15: Diagramm: Einfluß des Bildmaterials auf die Kompressionsrate
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Bild Kompressionsgrad RMSE PSNR

Bit pro Band: 6,7,8; Laufl¨ange: 8,7,6,5
Lena 2,103 2,072 41,801
Boat 2,020 1,851 42,781

Peppers 1,683 2,153 41,470
Mandrill 1,137 1,865 42,717

Floor 3,052 2,171 41,399
Door 2,387 1,864 42,720

Bit pro Band: 4,5,6,7,8; Laufl¨ange: 10,8,7,7,6
Lena 8,518 4,362 35,337
Boat 6,061 4,572 34,930

Peppers 9,344 4,752 34,594
Mandrill 2,538 6,704 31,604

Floor 5,122 7,113 31,089
Door 3,864 8,198 29,857

Bit pro Band: 3,3,4,6,7; Laufl¨ange: 11,9,8,7
Lena 22,616 8,116 29,944
Boat 16,543 9,145 28,908

Peppers 24,061 8,075 29,988
Mandrill 6,453 14,026 25,192

Floor 8,608 16,515 23,773
Door 5,932 20,331 21,968

Bit pro Band: 2,2,4,7,8; Laufl¨ange: 13,11,8,7
Lena 28,389 9,593 28,492
Boat 24,495 11,419 26,978

Peppers 30,121 9,445 28,626
Mandrill 13,309 18,974 22,568

Floor 13,617 28,930 18,904
Door 8,508 41,435 15,783

Tabelle 6.8: Einfluß des Bildmaterials auf die Kompressionsrate
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6.7 Vergleich mit JPEG

Zum Vergleich mit JPEG wurden die jeweiligen Bilder mit einem Grafikpro-
gramm7 komprimiert. Das entstandene Bild wurde anschließend ¨uber die Zwi-
schenablage als Bitmap an Stelle eines komprimierten Bildes ins Programm zur
Wavelet-Bildkompression eingef¨ugt, um den mittleren quadratischen Fehler so-
wie den Signalrauschabstand zu berechnen.

Da bei JPEG nach Transformation und Laufl¨angencodierung noch eine Huff-
man-Codierung erfolgt, sind die entstehenden Dateien nicht direkt mit denen
des Waveletkompressionsprogramms vergleichbar. Um dennoch einen ungef¨ahren
Vergleichswert zu bekommen, wurden die vom Programm gespeicherten WLT-
Dateien mit Hilfe des Kompressionsprogramms ARJ huffmancodiert. Der Kom-
pressionsgrad wurde anschließend aus den Gr¨oßen der Dateien auf der Festplatte
errechnet und nicht wie vorher aus dem im Hauptspeicher belegten Platz (was ja
nun nicht mehr m¨oglich war).

Es soll an dieser Stelle kein aufwendiger Vergleich der beiden Verfahren erfol-
gen, es soll vielmehr nur gezeigt werden, was sich mit den in dieser Diplomarbeit
implementierten Methoden gegen¨uber JPEG bereits erreichen l¨aßt. Dabei m¨ochte
ich auch darauf hinweisen, daß die M¨oglichkeiten, die sich mit der Wavelet-
Bildkompression ergeben mit den in dieser Auswertung verwendeten Parametern
noch lange nicht ersch¨opft ist. Doch dazu mehr in Kapitel 7.

Zum Vergleich wurden die Bilder
”
Lena“ und

”
Floor“ herangezogen, wobei

das erste Bild mit dem D-6-Wavelet komprimiert wurde und das zweite Bild mit
dem Haar-Wavelet. F¨ur beide Bilder wurden JPEG-Kompressionen mit Kompres-
sionsraten von ca. 2:1 bis 50:1 durchgef¨uhrt. Die Meßwerte sind in den Tabellen
6.9 und 6.10 f¨ur das Bild

”
Lena“ bzw. 6.11 und 6.12 f¨ur das Bild

”
Floor“ angege-

ben. Die Größe der der Originaldateien im Bitmap-Format auf die sich die Werte
beziehen betrug 263224 Byte.

Das Ergebnis des Vergleichs kann als sehr positiv bezeichnet werden: Betrach-
tet man die Kurven f¨ur das Bild

”
Lena“, so stellt man fest, daß die Werte f¨ur JPEG

und Wavelet-Kompression bis zu Kompressionsraten von ungef¨ahr 35:1 eng bei-
einander liegen; ab diesem Punkt wird die Bildqualit¨at bei JPEG sehr schnell sehr
schlecht, w¨ahrend sie bei der Wavelet-Kompression bis 100:1 (das war der letzte
Meßwert) nur langsam abnimmt8.

Für das Bild
”
Floor“ sieht die Sache im Vergleich zu JPEG sogar noch besser

aus: Obwohl bei diesem Bild bei weitem keine so hohen Kompressionsraten er-
reicht wurden wie mit

”
Lena“, sind die Werte durchgehend besser als bei JPEG.

Zum Vergleich sind auch f¨ur dieses Bild in Abbildung 6.18 die Resultate der Kom-
pression abgebildet.

7PixFolio, Shareware
8siehe auch Abbildung 6.17
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Dateigröße komprimiert Kompressionsgrad RMSE PSNR

162400 1,621 0,296 58,706
61858 4,255 2,336 40,760
40227 6,543 3,029 38,503
31210 8,434 3,476 37,310
25683 10,249 3,838 36,450
22618 11,638 4,136 35,799
19570 13,450 4,471 35,122
16593 15,864 4,927 34,280
13355 19,710 5,736 32,959
9521 27,647 7,692 30,410
7155 36,789 10,967 27,329
5110 51,512 32,260 17,957

Tabelle 6.9:
”
Lena“ komprimiert mit JPEG

Dateigröße Kompressions- RMSE PSNR Bit Bit
komprimiert grad Quant. Lauflänge

83616 3,148 2,072 41,801 6,7,8 8,7,6,5
25293 10,407 4,362 35,337 4,5,6,7,8 10,8,7,7,6
9872 26,664 8,116 29,944 3,3,4,6,7 11,9,8,7
7874 33,430 9,593 28,492 2,2,4,7,8 13,11,8,7
6236 42,210 9,917 28,203 2,2,4,5,7 13,11,8,7
4609 57,111 11,595 26,846 2,2,3,4,7 13,11,8,7
2625 100,276 18,787 22,654 2,2,2,3,4 13,11,9,7

Tabelle 6.10:
”
Lena“ komprimiert mit Wavelet-Bildkompression
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Dateigröße komprimiert Kompressionsgrad RMSE PSNR
113630 2,317 0,136 65,473
64474 4,083 1,842 42,827
52386 5,025 3,333 37,675
45858 5,740 4,664 34,756
41568 6,332 5,948 32,643
38429 6,850 7,195 30,990
35149 7,489 8,704 29,337
31465 8,366 10,670 27,568
26539 9,918 14,045 25,180
19236 13,684 19,927 22,142
13167 19,991 28,328 19,087
5322 49,460 51,553 13,886

Tabelle 6.11:
”
Floor“ komprimiert mit JPEG

Dateigröße Kompressions- RMSE PSNR Bit Bit
komprimiert grad Quant. Lauflänge
35591 7,396 1,076 47,493 6,7,8 8,7,6,5
28897 9,109 2,966 38,688 4,5,6,7,8 10,8,7,7,6
21107 12,471 9,788 28,317 3,3,4,6,7 11,9,8,7
13642 19,295 21,496 21,483 2,2,4,7,8 13,11,8,7

Tabelle 6.12:
”
Floor“ komprimiert mit Wavelet-Bildkompression
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Abbildung 6.16: Diagramm: Vergleich mit JPEG
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(a) JPEG, 10,2:1, 36,5dB

            

(b) D-6, 10,4:1, 35,3dB

            

(c) JPEG, 27,6:1, 30,4dB

            

(d) D-6, 26,7:1, 29,9dB

            

(e) JPEG, 51,5:1, 18dB

            

(f) D-6, 57,1:1, 26,8dB

Abbildung 6.17:
”
Lena“ komprimiert mit JPEG und D-6-Wavelet
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(a) JPEG, 7,5:1, 29,3dB

            

(b) Haar, 7,4:1, 47,5dB

            

(c) JPEG, 13,7:1, 22,1dB

            

(d) Haar, 12,5:1, 28,3dB

            

(e) JPEG, 20:1, 19,1dB

            

(f) Haar, 19,3:1, 21,5dB

Abbildung 6.18:
”
Floor“ komprimiert mit JPEG und Haar-Wavelet
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6.8 Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Auswertungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• Die erreichbare Bildqualit¨at hängt vom verwendeten Basiswavelet ab, wo-
bei man allerdings nicht ein einziges Wavelet f¨ur jeden Bildtyp empfehlen
kann.

• Auch die Kompressionsraten sind stark vom Typ des Bildes abh¨angig:
Natürliche Bilder lassen sich besser komprimieren als k¨unstlich erzeugte.

• Eine Erweiterung der Daten ist f¨ur eine gute Bildqualit¨at dringend erforder-
lich, zumindest solange man keine aufwendigeren Verfahren einsetzt, die
ohne diese auskommen. Auf die Kompressionsrate hat dies, wenn man die
Erweiterung in Form eines Auff¨ullens mit Nullen vornimmt, praktisch kei-
nen Einfluß. Die Rechenzeit und der Speicherbedarf des Bildes w¨ahrend der
Transformation steigt nat¨urlich an, was f¨ur manche Anwendungen vielleicht
ein Problem sein k¨onnte.

• Zur Quantisierung ist zu sagen, daß man in den allermeisten F¨allen die be-
ste Wahl mit einer nach Frequenzb¨andern getrennten Quantisierung trifft.
Damit ist es m¨oglich, hohe Frequenzen st¨arker zu quantisieren als niedrige,
was sich auf die Bildqualit¨at positiv auswirkt.

• Die Bildkompression mit Wavelets schneidet im Vergleich mit JPEG, zu-
mindest was die hier untersuchten Bilder betrifft, recht gut ab: Nat¨urliche
Bilder lassen sich ungef¨ahr genauso gut, teilweise sogar besser komprimie-
ren als mit JPEG. K¨unstliche Bilder liefern durchgehend bessere Ergebnis-
se, wenn diese auch nicht so gut sind wie bei nat¨urlichen. Dies ist besonders
deshalb von Bedeutung, da die Wavelet-Bildkompression mit den hier vor-
gestellten Methoden noch lange nicht am Ende ist.



Kapitel 7

Ausblick

Zum Schluß m¨ochte ich noch einige Vorschl¨age unterbreiten, welche M¨oglich-
keiten man zur Erweiterung der hier behandelten Verfahren zur Wavelet-
Bildkompression hat, womit sich die Bildqualit¨at bei feststehender Kompressions-
rate sicher noch verbessern ließe.

Zunächst einmal ist zu den hier verwendeten Wavelets zu sagen, daß diese
mehr oder weniger willk¨urlich ausgesucht wurden, da mir leider ¨uber die Eignung
orthogonaler Wavelets zur Bildkompression keinerlei Versuchsergebnisse vorla-
gen, das heißt, es kann keine verl¨aßliche Aussage dar¨uber gemacht werden, ob
diese nun besonders gut oder aber vielleicht sogar besonders schlecht zur Bild-
kompression geeignet sind.

Damit komme ich zu den biorthogonalen Wavelets, die in dieser Arbeit zwar
vorgestellt wurden, aber nicht implementiert werden konnten, da keine genauen
Angaben zur Implementierung verf¨ugbar waren. Jedenfalls sollte sich mit ihrer
Hilfe die Bildqualität nochmals steigern lassen.

Weiterhin ist es f¨ur eine tats¨achliche Anwendung nat¨urlich erforderlich, daß
anschließend an die Laufl¨angencodierung eine Huffman-Codierung erfolgt, wel-
che hier zum Vergleich mit JPEG mittels des Komprimierungsprogramms ARJ
simuliert wurde. Hier gibt es auch Ansatzpunkte f¨ur gänzlich andere Verfahren
zur Entropiecodierung, wie zum Beispiel den in Kapitel 4.1.3 kurz erw¨ahnten
EZW-Algorithmus.

Auch bezüglich der Behandlung der Daten an den R¨andern gibt es noch an-
dere Möglichkeiten als die Vergr¨oßerung der Datenmenge. Hier ist zum einen die
Verwendung von speziell angepaßten Wavelets an den R¨andern zu nennen [15]
und zum anderen die vom FBI verwendete SET-Methode (siehe Kapitel 4.3), ¨uber
die jedoch keine n¨aheren Informationen verf¨ugbar waren.

Zudem existieren noch Erweiterungen der Wavelet-Bildkompression, die bis-
her unerwähnt blieben. Hier sind auf jeden Fall die sogenannten Wavelet-Pakete1

1engl.:wavelet packets



132 Ausblick

zu nennen, welche in [19] und [20] beschrieben sind. Dies sind Gebilde, die den
Algorithmus zur schnellen diskreten Wavelet-Transformation dahingehend erwei-
tern, daß nicht nur die nach der Tiefpaßfilterung entstandenen kleineren Bilder
weiterverarbeitet werden, sondern auch die in jedem Schritt nach der Hochpaßfil-
terung entstandenen Waveletkoeffizienten. Es entsteht dann statt des sich beim Al-
gorithmus von Mallat ergebenden Bildes (Heringgr¨ate) ein Baum, der auf beiden
Seiten gleich weit in die Tiefe geht. Eine genaue Abhandlung h¨atte im Rahmen
dieser Arbeit zu weit gef¨uhrt, ist aber in der oben genannten Literatur zu finden.



Anhang A

Bilder

In diesem Anhang sind alle f¨ur Auswertungen verwendete Bilder im Original ent-
halten. Alle haben eine Aufl¨osung von 512x512 Punkten bei 256 Graustufen. Zu
den Bildern

”
Floor“ und

”
Door“ ist zu sagen, daß diese Ausschnitte aus gr¨oße-

ren Bildern darstellen, die aufgrund der Aufl¨osung nicht im Original verwendet
werden konnten (keine Zweierpotenzen).
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A.1 Lena
            

Abbildung A.1: Lena
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A.2 Boat
            

Abbildung A.2: Boat
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A.3 Peppers
            

Abbildung A.3: Peppers
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A.4 Mandrill
            

Abbildung A.4: Mandrill
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A.5 Floor
            

Abbildung A.5: Floor
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A.6 Door
            

Abbildung A.6: Door
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Anhang B

Dateiformat f ür komprimierte
Bilder

Beschrieben ist hier das zum Speichern von komprimierten Bildern verwendete
Dateiformat.

Feld Nr. Typ Anzahl
Byte

Beschreibung

1 BYTE 1 Bildkennung: 0 bei Graustufenbild, 255 f¨ur
Echtfarbenbild

2 BYTE 1 Typ des verwendeten Basiswavelets: 0 ortho-
gonale Basis, 1 biorthogonale Basis

3 BYTE 1 hier wird das zur Analyse (und bei einer
orthogonalen Basis auch zur Synthese) ver-
wendete Wavelet codiert. Die Werte, die die-
ses Feld annehmen kann, sind in der Tabelle
weiter unten beschrieben.

4 BYTE 1 dieses Feld existiert nur, wenn in Feld Nr. 2
als Typ

”
1“ (biorthogonal) eingetragen ist; es

enthält das zur Synthese verwendete Wave-
let, wobei die gleiche Codierung benutzt
wird wie in Feld Nr. 3

5 BYTE 1 dieses Feld ist nur dann vorhanden, wenn als
Analyse-Wavelet in Feld Nr. 3 der Typ

”
be-

nutzerdefiniert“ enthalten ist. Dann wird hier
die Anzahl der Tiefpaßfilterkoeffizienten ge-
speichert.
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Feld Nr. Typ Anzahl
Byte

Beschreibung

6 double 8*Inhalt
von Feld
5

hier werden die Koeffizienten des Tiefpaß-
filters für das Analyse-Wavelet abgelegt; nur
bei Typ

”
benutzerdefiniert“

7 BYTE 1 dieses Feld ist nur dann vorhanden, wenn als
Synthese-Wavelet in Feld Nr. 4 der Typ

”
be-

nutzerdefiniert“ enthalten ist. Dann wird hier
die Anzahl der Tiefpaßfilterkoeffizienten ge-
speichert.

8 double 8*Inhalt
von Feld
7

hier werden die Koeffizienten des Tiefpaßfil-
ters für das Synthese-Wavelet abgelegt; nur
bei Typ

”
benutzerdefiniert“

9 BYTE 1 Art der Datenanpassung: 0: keine, 1: k¨unst-
lich periodisch, 2: mit Nullen aufgef¨ullt, 3:
periodisch, 4: reflektiert

10 BYTE 1 Vergrößerungsfaktor f¨ur das Bild; wird nur
benutzt, wenn in Feld Nr. 9 der Wert

”
2“,

”
3“

oder
”
4“ steht

11 BYTE 1 Anzahl der durchgef¨uhrten Iterationsschritte
12 unsigned

short
2 Gesamtgr¨oße des Bildes in X-Richtung (in

Pixel) nach der Datenanpassung
13 unsigned

short
2 Gesamtgr¨oße des Bildes in Y-Richtung (in

Pixel) nach der Datenanpassung
14 unsigned

short
2 Größe des Originalbildes in X-Richtung (in

Pixel)
15 unsigned

short
2 Größe des Originalbildes in Y-Richtung (in

Pixel)
16 BYTE 1 Position des Bildes bei Datenanpassung: 0:

links oben, 1: rechts oben, 2: links unten, 3:
rechts unten, 4: Mitte

17 BYTE 1 Art der verwendeten Quantisierung: 1: nur
auf ganze Zahlen gerundet, 2: Schwellwert,
3: globale Quantisierung, 4: Quantisierung
getrennt nach B¨andern

18 BYTE 1 dieses Feld existiert nur, wenn in Feld Nr. 17
der Wert

”
4“ eingetragen ist. Dann steht hier

die Anzahl der Werte, die bei der Quanti-
sierung unter

”
Anzahl der zur Quantisierung

verwendeten Bit pro Band“ angegeben wur-
den; dies ist erforderlich, da weniger Wer-
te eingegeben werden d¨urfen als Iterations-
schritte durchgef¨uhrt werden.
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Feld Nr. Typ Anzahl
Byte

Beschreibung

19 BYTE 1 oder
Inhalt
von Feld
18

Anzahl der pro Band zur Quantisierung ver-
wendeten Bit (1 Byte, wenn Feld 17 den
Wert

”
3“ hat; hat Feld 17 den Wert

”
4“, so

ergibt sich die Anzahl der Byte aus dem In-
halt von Feld 18)

20 BYTE 1 dieses Feld existiert nur, wenn in Feld Nr. 17
der Wert

”
4“ eingetragen ist. Dann steht hier

die Anzahl der Werte, die bei der Quanti-
sierung unter

”
Anzahl der zur Laufl¨angen-

codierung verwendeten Bit pro Band“ ange-
geben wurden; auch hier ist es m¨oglich we-
niger Werte anzugeben als Iterationsschritte
durchgeführt werden

21 BYTE 1 oder
Inhalt
von Feld
20

Anzahl der zur Laufl¨angencodierung ver-
wendeten Bit pro Band (1 Byte, wenn Feld
17 den Wert

”
3“ hat; hat Feld 17 den Wert

”
4“, so ergibt sich die Anzahl der Byte aus

dem Inhalt von Feld 20)
22 int 4*Inhalt

von Feld
11

enthält für jeden durchgef¨uhrten Iterations-
schritt den Wert des gr¨oßten Koeffizienten
des jeweiligen Frequenzbandes

23 int 4*Inhalt
von Feld
11

enthält für jeden durchgef¨uhrten Iterations-
schritt den Wert des kleinsten Koeffizienten
des jeweiligen Frequenzbandes

24 float 4*Inhalt
von Feld
11

enthält für jeden durchgef¨uhrten Iterations-
schritt die Größe eines Quantisierungsinter-
valls

25 unsigned
long

4*Inhalt
von Feld
11

enthält für jeden durchgef¨uhrten Iterations-
schritt den Wert, mit dem das Nullintervall
codiert wurde

26 float 4 enthält den Faktor, um den das um null zen-
trierte Quantisierungsintervall gr¨oßer ist als
die anderen Intervalle

27 unsigned
long

4 Anzahl der ab dem n¨achsten Byte gespei-
cherten komprimierten Daten in Byte

28 BYTE Inhalt
von Feld
27

Lauflängencodierte Daten
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Feld Nr. Typ Anzahl
Byte

Beschreibung

Tabelle B.1: Dateiformat

Die folgende Tabelle enth¨alt die Codierung des verwendeten Basiswavelets
für die Felder drei und vier der obigen Beschreibung.

Wert Wavelet
0 Haar
1 Daubechies-4
2 Daubechies-6
3 Daubechies-8
4 Daubechies-10
5 Daubechies-12
6 Daubechies-14
7 Daubechies-16
8 Daubechies-18
9 Daubechies-20
10 Beylkin-18
11 Coifman-6
12 Coifman-12
13 Coifman-18
14 Coifman-24
15 Coifman-30
16 Vaidyanathan-24
255 benutzerdefiniert

Tabelle B.2: Codierung des Basiswavelets



Anhang C

Filterkoeffizienten

In den folgenden Kapiteln dieses Anhangs werden die zur Berechnung der schnel-
len Wavelet-Transformation n¨otigen Filterkoeffizienten angegeben. Bis auf das
Haar-Wavelet und das Daubechies-Wavelet mit vier Koeffizienten sind hier nur
die Tiefpaßfilter angegeben; die Koeffizienten des Hochpaßfilters lassen sich aus
denen des Tiefpasses wie in der Arbeit beschrieben berechnen. Bei den meisten
Filtern sind keine exakten Werte angegeben, sondern nur N¨aherungen (wenn auch
recht genaue), da die zu berechnenden Ausdr¨ucke sehr komplex werden. Die
Komplexität steigt mit zunehmender Koeffizientenzahl der Filter.

Weiterhin ist zu jedem Filter ein Graph des zugeh¨origen Wavelets und der
Skalierungsfunktion abgebildet; diese wurden mit dem Programm zur Wavelet-
Bildkompression berechnet, nach MATLAB exportiert und anschließend damit
gezeichnet.

Die Werte wurden aus [20] entnommen.
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C.1 Orthogonale Wavelets

C.1.1 Haar-Filter

Der Haar-Filter (oder auch Haar-Walsh-Filter) entspricht dem Daubechies-2-Filter
1ψ. Er hat zwei Koeffizienten, die ungleich null sind, was einem verschwindenden
Moment entspricht. Weiterhin ist sehr bemerkenswert, daß das hieraus entstehen-
de Haar-Wavelet als einziges orthogonales Wavelet Symmetrieeigenschaften be-
sitzt. Eine genauere Beschreibung dieses Wavelets befindet sich in Kapitel 2.4.1.

k Tiefpaßhk Hochpaßgk

0 1√
2

1√
2

1 1√
2

− 1√
2

Tabelle C.1: Haar-Filterkoeffizienten
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(b) Wavelet

Abbildung C.1: Haar-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2 Standard-Daubechies-Filter

Die Daubechies-Filter wurden so entworfen, daß die Skalierungsfunktion f¨ur die
jeweilige Filtergröße die maximale Glattheit sowie die maximal m¨ogliche An-
zahl verschwindender Momente besitzt (diese entspricht der halben Filterl¨ange).
An dieser Stelle fehlen die Daten f¨ur den Daubechies-2-Filter, da dieser dem
Haar-Filter entspricht (siehe Anhang C.1.1). Weiteres zu den Daubechies-Wave-
lets findet sich in Kapitel 2.4.3. F¨ur die Bezeichnung der im Folgenden beschrie-
benen Wavelets gilt, daß hinter dem Namen die Filterl¨ange angegeben ist. Ein

”
Daubechies-2N-Wavelet“ würde also mitNψ bezeichnet, da esN verschwin-

dende Momente hat.
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C.1.2.1 Daubechies-4

k Tiefpaßhk Hochpaßgk

0 1+
√

3
4
√

2
1−√

3
4
√

2

1 3+
√

3
4
√

2
−3−√

3
4
√

2

2 3−√
3

4
√

2
3+

√
3

4
√

2

3 1−√
3

4
√

2
−1+

√
3

4
√

2

Tabelle C.2: Daubechies-4-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.2: Daubechies-4-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2.2 Daubechies-6

k Tiefpaßhk
0 3.32670552950082630 · 10−1

1 8.06891509311092550 · 10−1

2 4.59877502118491540 · 10−1

3 −1.35011020010254580 · 10−1

4 −8.54412738820266580 · 10−2

5 3.52262918857095330 · 10−2

Tabelle C.3: Daubechies-6-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.3: Daubechies-6-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2.3 Daubechies-8

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 2.303778133090 · 10−1 4 −1.870348117190 · 10−1

1 7.148465705530 · 10−1 5 3.084138183600 · 10−2

2 6.308807679300 · 10−1 6 3.288301166700 · 10−2

3 −2.798376941700 · 10−2 7 −1.059740178500 · 10−2

Tabelle C.4: Daubechies-8-Filterkoeffizienten

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

(a) Skalierungsfunktion

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

(b) Wavelet

Abbildung C.4: Daubechies-8-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2.4 Daubechies-10

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 1.601023979740 · 10−1 5 −3.224486958500 · 10−2

1 6.038292697970 · 10−1 6 7.757149384000 · 10−2

2 7.243085284380 · 10−1 7 −6.241490213000 · 10−3

3 1.384281459010 · 10−1 8 −1.258075199900 · 10−2

4 −2.422948870660 · 10−1 9 3.335725285000 · 10−3

Tabelle C.5: Daubechies-10-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.5: Daubechies-10-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2.5 Daubechies-12

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 1.115407433500 · 10−1 6 9.750160558700 · 10−2

1 4.946238903980 · 10−1 7 2.752286553000 · 10−2

2 7.511339080210 · 10−1 8 −3.158203931800 · 10−2

3 3.152503517090 · 10−1 9 5.538422010000 · 10−4

4 −2.262646939650 · 10−1 10 4.777257511000 · 10−3

5 −1.297668675670 · 10−1 11 −1.077301085000 · 10−3

Tabelle C.6: Daubechies-12-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.6: Daubechies-12-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2.6 Daubechies-14

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 7.785205408500 · 10−2 7 8.061260915100 · 10−2

1 3.965393194820 · 10−1 8 −3.802993693500 · 10−2

2 7.291320908460 · 10−1 9 −1.657454163100 · 10−2

3 4.697822874050 · 10−1 10 1.255099855600 · 10−2

4 −1.439060039290 · 10−1 11 4.295779730000 · 10−4

5 −2.240361849940 · 10−1 12 −1.801640704000 · 10−3

6 7.130921926700 · 10−2 13 3.537138000000 · 10−4

Tabelle C.7: Daubechies-14-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.7: Daubechies-14-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2.7 Daubechies-16

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 5.441584224300 · 10−2 8 −1.736930100200 · 10−2

1 3.128715909140 · 10−1 9 −4.408825393100 · 10−2

2 6.756307362970 · 10−1 10 1.398102791700 · 10−2

3 5.853546836540 · 10−1 11 8.746094047000 · 10−3

4 −1.582910525600 · 10−2 12 −4.870352993000 · 10−3

5 −2.840155429620 · 10−1 13 −3.917403730000 · 10−4

6 4.724845740000 · 10−4 14 6.754494060000 · 10−4

7 1.287474266200 · 10−1 15 −1.174767840000 · 10−4

Tabelle C.8: Daubechies-16-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.8: Daubechies-16-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2.8 Daubechies-18

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 3.807794736400 · 10−2 9 −6.763282906100 · 10−2

1 2.438346746130 · 10−1 10 2.509471150000 · 10−4

2 6.048231236900 · 10−1 11 2.236166212400 · 10−2

3 6.572880780510 · 10−1 12 −4.723204758000 · 10−3

4 1.331973858250 · 10−1 13 −4.281503682000 · 10−3

5 −2.932737832790 · 10−1 14 1.847646883000 · 10−3

6 −9.684078322300 · 10−2 15 2.303857640000 · 10−4

7 1.485407493380 · 10−1 16 −2.519631890000 · 10−4

8 3.072568147900 · 10−2 17 3.934732000000 · 10−5

Tabelle C.9: Daubechies-18-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.9: Daubechies-18-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.2.9 Daubechies-20

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 2.667005790100 · 10−2 10 −2.945753682200 · 10−2

1 1.881768000780 · 10−1 11 3.321267405900 · 10−2

2 5.272011889320 · 10−1 12 3.606553567000 · 10−3

3 6.884590394540 · 10−1 13 −1.073317548300 · 10−2

4 2.811723436610 · 10−1 14 1.395351747000 · 10−3

5 −2.498464243270 · 10−1 15 1.992405295000 · 10−3

6 −1.959462743770 · 10−1 16 −6.858566950000 · 10−4

7 1.273693403360 · 10−1 17 −1.164668550000 · 10−4

8 9.305736460400 · 10−2 18 9.358867000000 · 10−5

9 −7.139414716600 · 10−2 19 −1.326420300000 · 10−5

Tabelle C.10: Daubechies-20-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.10: Daubechies-20-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.3 Beylkin-Filter

Der Beylkin-18-Filter wurde so erstellt, daß die Energie des Leistungsspektrums
in einem bestimmten Band konzentriert ist [20].

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 9.93057653743539270 · 10−2 9 −8.85436306229248350 · 10−2

1 4.24215360812961410 · 10−1 10 1.96798660443221200 · 10−2

2 6.99825214056600590 · 10−1 11 4.29163872741922730 · 10−2

3 4.49718251149468670 · 10−1 12 −1.74604086960288290 · 10−2

4 −1.10927598348234300 · 10−1 13 −1.43658079688526110 · 10−2

5 −2.64497231446384820 · 10−1 14 1.00404118446319900 · 10−2

6 2.69003088036903200 · 10−2 15 1.48423478247234610 · 10−3

7 1.55538731877093800 · 10−1 16 −2.73603162625860610 · 10−3

8 −1.75207462665296490 · 10−2 17 6.40485328521245350 · 10−4

Tabelle C.11: Beylkin-18-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.11: Beylkin-18-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.4 Coifman- oder”Coiflet“-Filter

Diese Wavelets sind in [4] genauer beschrieben. Sie wurden von Daubechies

”
Coiflets“ getauft, nach ihrem Entdecker Coifman. Dieser forderte nicht nur f¨ur

das Wavelet verschwindende Momente, sondern gleichzeitig auch f¨ur die Ska-
lierungsfunktion. Coiflets sind wesentlich symmetrischer als Daubechies-Wave-
lets. Aufgrund der verschwindenden Momente der Skalierunsfunktion besitzen sie
aber bei gleicher Anzahl verschwindender Momente des Wavelets einen gr¨oßeren
Träger: für Daubechies-Wavelets mit2N verschwindenen Momenten betr¨agt die
Intervallgröße4N − 1, für ein vergleichbares Coiflet hingegen6N − 1.

C.1.4.1 Coifman-6

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk

0
√

15−3
32

√
2 3

√
15+3
16

√
2

1 1−√
15

32

√
2 4

√
15+13
32

√
2

2 3−√
15

16

√
2 5 9−√

15
32

√
2

Tabelle C.12: Coifman-6-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.12: Coifman-6-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.4.2 Coifman-12

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 1.63873364631797850 · 10−2 6 −7.64885990782645940 · 10−2

1 −4.14649367819664850 · 10−2 7 −5.94344186464712400 · 10−2

2 −6.73725547222998740 · 10−2 8 2.36801719468767500 · 10−2

3 3.86110066823092900 · 10−1 9 5.61143481936598850 · 10−3

4 8.12723635449606130 · 10−1 10 −1.82320887091009920 · 10−3

5 4.17005184423777600 · 10−1 11 −7.20549445368115120 · 10−4

Tabelle C.13: Coifman-12-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.13: Coifman-12-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.4.3 Coifman-18

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 −3.79351286437787590 · 10−3 9 −8.23019271063202830 · 10−2

1 7.78259642567078690 · 10−3 10 3.45550275733444640 · 10−2

2 2.34526961421191030 · 10−2 11 1.58805448636159010 · 10−2

3 −6.57719112814312280 · 10−2 12 −9.00797613673228960 · 10−3

4 −6.11233900029556980 · 10−2 13 −2.57451768812796920 · 10−3

5 4.05176902409616790 · 10−1 14 1.11751877082696180 · 10−3

6 7.93777222625620340 · 10−1 15 4.66216959820144030 · 10−4

7 4.28483476377618690 · 10−1 16 −7.09833025057049280 · 10−5

8 −7.17998216191705900 · 10−2 17 −3.45997731974026950 · 10−4

Tabelle C.14: Coifman-18-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.14: Coifman-18-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.4.4 Coifman-24

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 8.92313668220275710 · 10−4 12 3.93344271229132190 · 10−2

1 −1.62949201311084900 · 10−3 13 2.50822618451469330 · 10−2

2 −7.34616632765623490 · 10−3 14 −1.52117315272391490 · 10−2

3 1.60689439640692360 · 10−2 15 −5.65828668594603800 · 10−3

4 2.66823001556288040 · 10−2 16 3.75143615692490270 · 10−3

5 −8.12666996803130540 · 10−2 17 1.26656192867951870 · 10−3

6 −5.60773133164719500 · 10−2 18 −5.89020756811437840 · 10−4

7 4.15308407030430150 · 10−1 19 −2.59974552319421750 · 10−4

8 7.82238930920498790 · 10−1 20 6.23390338657646180 · 10−5

9 4.34386056491468390 · 10−1 21 3.12298760780433580 · 10−5

10 −6.66274742630007520 · 10−2 22 −3.25968044485761290 · 10−6

11 −9.62204420335636970 · 10−2 23 −1.78498455869993380 · 10−6

Tabelle C.15: Coifman-24-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.15: Coifman-24-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.4.5 Coifman-30

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 −2.12080863336306810 · 10−4 15 3.26835742832495350 · 10−2

1 3.58589677255698600 · 10−4 16 −1.97617790117239590 · 10−2

2 2.17823630484128470 · 10−3 17 −9.16423115304622680 · 10−3

3 −4.15935878160399350 · 10−3 18 6.76418541866332000 · 10−3

4 −1.01311175380455940 · 10−2 19 2.43337320922405380 · 10−3

5 2.34081567615927950 · 10−2 20 −1.66286376908581340 · 10−3

6 2.81680290621414970 · 10−2 21 −6.38131296151377520 · 10−4

7 −9.19200105488064130 · 10−2 22 3.02259519791840680 · 10−4

8 −5.20431632162377390 · 10−2 23 1.40541148901077230 · 10−4

9 4.21566206728765440 · 10−1 24 −4.13404844919568560 · 10−5

10 7.74289603740284550 · 10−1 25 −2.13150140622449170 · 10−5

11 4.37991626228364130 · 10−1 26 3.73459674967156050 · 10−6

12 −6.20359639056089690 · 10−2 27 2.06380639023316330 · 10−6

13 −1.05574208705835340 · 10−1 28 −1.67408293749300630 · 10−7

14 4.12892087407341690 · 10−2 29 −9.51579170468293560 · 10−8

Tabelle C.16: Coifman-30-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.16: Coifman-30-Wavelet und Skalierungsfunktion
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C.1.5 Vaidyanathan-Filter

Beschrieben ist hier der Vaidyanathan-24-Filter, mit dem eine exakte Rekonstruk-
tion möglich ist, obwohl der Filter nicht exakt normiert ist (die Summe der Filter-
koeffizienten ist nicht genau

√
2). Dieser Filter wird vor allem f¨ur die Codierung

von Sprache eingesetzt [20].

k Tiefpaßhk k Tiefpaßhk
0 −6.29061181907475230 · 10−5 12 5.58925236913735480 · 10−2

1 3.43631904821029190 · 10−4 13 −7.77097509019694100 · 10−2

2 −4.53956619637219290 · 10−4 14 −8.39288843661128300 · 10−2

3 −9.44897136321949270 · 10−4 15 1.31971661416977720 · 10−1

4 2.84383454683556460 · 10−3 16 1.35084227129481260 · 10−1

5 7.08137504052444710 · 10−4 17 −1.94450471766478170 · 10−1

6 −8.83910340861387800 · 10−3 18 −2.63494802488459910 · 10−1

7 3.15384705589700400 · 10−3 19 2.01612161775308660 · 10−1

8 1.96872150100727140 · 10−2 20 6.35601059872214940 · 10−1

9 −1.48534480052300990 · 10−2 21 5.72797793210734320 · 10−1

10 −3.54703986072834530 · 10−2 22 2.50184129504662180 · 10−1

11 3.87426192934114400 · 10−2 23 4.57993341109767180 · 10−2

Tabelle C.17: Vaidyanathan-24-Filterkoeffizienten
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Abbildung C.17: Vaidyanathan-24-Wavelet und Skalierungsfunktion
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Anhang D

Zeichnen einer Funktion mit
MATLAB

Um die mit dem Men¨upunktDatei/MATLAB Export gespeicherten Daten der
Graphen eines Wavelets oder einer Skalierungsfunkltion mit MATALB zeichnen
zu können, ist folgender MATLAB-Programmcode n¨otig:

t = linspace(0, 10, <AUFL̈OSUNG-X>);
load <NAME>.dat;
plot(t, <NAME>);
set(gca, ’XTickLabels’, []);

Hierbei muß der Platzhalter<AUFL̈OSUNG-X> durch die beim Zeich-
nen der jeweiligen Funktion verwendete horizontale Aufl¨osung ersetzt werden
(Menü Einstellungen/1D-FWT/Zeichenoptionen); diese entspricht der Anzahl
der gespeicherten Werte.

Für <NAME> wird der Dateiname eingesetzt, unter dem die Werte abgespei-
chert wurden, jedoch ohne die Dateierweiterung

”
.dat“.

Für den Ausdruck oder die Weiterverarbeitung der geplotteten Graphen in
Textverarbeitungen oder LATEX empfiehlt sich das Speichern der Bilder im EPS-
Format (encapsulated postscript). Diese geschieht mit folgendem Kommando in
der MATLAB-Eingabeaufforderung:

print -deps <Dateiname >

Durch dieses Vorgehen kann eine bestm¨ogliche Qualität erreicht werden. Auch
sämtliche in dieser Arbeit gezeigten Graphen von Wavelets und Skalierungsfunk-
tionen wurden auf diese Weise erstellt.
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